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ВОЗБУЖДЕНИЕ ЧЕТНЫХ ГАРМОНИК 

В КОЛЕБАТЕЛЬНОМ КОНТУРЕ 

С НЕЧЕТНОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ 

А~на.mиз устаlНОВ'И,вшегося режима выну,жденных колебаний :в кон1'у1ре, содержа
щем ж'елезо нли сег.нетоэлектр1ик, может быть оведен 'в 'пренеб~режении лоwрямJИ ~и 
г.истерез.исом к задаJЧе Дюфф:и;нга 

d2x --+ k2 (х + vхз) = Р sin t. (1) 
dt2 

Бели n.редпол·ожмть, что 1веJ1ичИJНа 'У м.ала, то ура,в.нен.ие (1) можно трактовать 
как квазилинейное и искать решение в виде ряда по малому параметру µ 

х = х0 + µх1 + µ2х2 + . . . (2) 

Применяя стандартную методику ·последовательиых 'П1р1и,ближений [!], ~юж.но nолу
'Шть решенне, котQрое ·в любом п~р.иближеюtи бущет "1редста•вляться рядом 

х = А1 sin t + А3 sin 3t + А5 sin 5t + . " , (3) 

содержащим только си,нусы нечетных гармшьик, в .нерезонансном .случае . Пр1и анализе 
ре:ю.н анса ,на второй 1гармон1ике 'внешнего Е'ОЗ.J.ействия ста.ндартная методика оказы-
1Вает.ся ·Неп,риrюдной, а.на.1огично случаю резонанса 2-го 'рода для задач.и Дюф
финга [ 1, 2]. 

Од,нако из 1Качест.вен.ных физических пре;liставлен.ий ·ВЫтека.ет возможность 
возбуждения 1В систе~1е ( 1) четных га.р.моник, 1Как оинусоидальных , так и JЮС.!11Ну
соидальных. Действ·ительно, 1П1JJ'И ,:~.о.статоч.но ·малой неЛ:и.нейности 'У ·IВ к·онтуре, описы
ваемом ( 1) , IВОЗ•н.ика,ют близкие к гарм оническим колебания на осноsаой частоте 
воздействия. Эт.и !Колебания 'Вызывают пульсацию ~реакт.ив.ноrо 1па1рам етр а (ем1юсти 
или 111ндукт,и.вноС'!'и) .с .дв.ойной частотой. Так·им образом, систем а может прибли
женно рассма11ри1ваться как параметр.ичеохий генера'!'ор с на:качкой на двойной 
частоте ~внешнего ,воздействия. Во второй зоне парам.етр.ического .во.збуж:дения могут 
устансхвиться колебан!Ия, которые будут п;р·едставлять четную гармонику внешнего 
воздей,ств.ия. Их фаза будет зав.н•сеть от ,расстройки, а а·м·плитуда ~может оnранич•и
ваться .реак11и,в.ной нелиней1ностью за счет iрасстр•оечного •механиз.ма [J]. 

Р асс~ю т.р.им у;р а.мнш.и е 

;;· + 2ОХ + k2 (х + ')'ХЗ) = р sin 't (4) 

(где ,;- без1ра.змер111ое ·в:ремя), ·в котором учтен.о в отличие от (!) также затухание, 
и .найдем у.сл.ов.ия пара1метр:ического в.озбужден.ия на двойной частоте . Преобразуем 
(4) заменой 

к виду 

здесь 
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ii+ Л2 (1-mcos2,;)y = µF(,;, у, у,µ), 

3 
- vA2 
2 m=-----

3 
1+ -

2
-vA2 

(5) 

(6) 



у= µуо; б = µ2бо; . 

F(i:, у, у,µ)= -y0k2 (у3 + Зу2А sini: +Аз siцз i:)- 2µ60 (у + А sin i:). 

Обращаем внимание, что 6 есть величина второго П<:\рядка !Малости, поскольку 

11щрина в-юрой ·обл.аст,и 1возбужден.ия мм,еет 1вт0~1>·ой 'Порядок малости ~и ,неустой·ч:и-
1вость 'во3н~икнет лишь 1rщн1 соответс11в.ен~о малых зJJ ачен•ИJях затухания. Для опреде
-Ления !Второй области неу;с110ЙЧ1ИJВОС11И [!Олагаем 

(7) 

А!мпJ]итуду А первой га1рмон.ихи .кол,еб111Н1ий в 11юнтуре •С wч11юстью до членов 
nоря.д•ка малости µ ·считаем 1пост.оянной .вел.и'<Lинюй, за'висящей толыю от .а,м'Плиту-

w2 
о 

Рис. 1. За,вq.rсимость шир.ины з.оны 
:возбуждения от глубины .модуляции 

параметра m= 3/2уА 2 (61>62>6з) 

Рис. 2. Резонан.аные юривые аМ[]ЛИ· 
ту ды второй га,рмонихи лр~и фикси
рованном значении амшrиту,ды внеш-

него воздействия 

ды Р внешнего воздействия, и ищем решение уравнения (6) в виде ряда с периоди
чески:v~ 1и коэффtиu,иентам1и 

:где 

Уо = а0 cos 2i: + Ь0 sin 21:. 

Проводя соответствующие расчеты, находим 

(8) 

(9) 

( 10) 

Величина а, лишь уточняет ЗJJачени·е собствен1ной ·ча•стоты системы ,в за.висимоеnи от 
амш~итуды вт.орой гарм·они~и. область !Возбуждения определяется толыко .в следую
ще:v~ пр.и бJLи,жеюии: 

( 11) 

<Соответс11вующие .выражения 1для у1ста1нов.1ыи1Еююя !Колебаний (9) и·меют в.и1д 

Ro- = -- 4- л.2 -- т2 ± , r m' -1662 ? 4 ( 2 ) 
Зуk2 3 r ' (12) 

т2 ± .,! т4 - 1662 

tg q> = 46 (13) 
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Зав.иси•м•ость ширины з.оны · 'l!IОзбу~ждения от гл·уб.и.ны модуляции п~ра~метра, 
которая пµибЛJИженно ~ропор1.1JИООалЫ1а квадрату амплитуды 1В•неш1Неrо '6Оздейств.ия 

3 ' . . . ' . 
т ~ 2 уА2 , ··hокilза,на на рис. 1. Резона1н.сные !<iри.вые ;ко ,1еба1н~ий · второй rЗJр~ю-

НJl'ЮИ .пр:и Фнкси1ро~ан;ных значения:)[ А ооказаны на .р11·с. 2. Зату,хаю1е •при.водит к 
сужению в·оны .и к уменьшен'!!ю . а,111п:Л1итуды R0• Фава второй гар~мо~НJИКJt :изменяется 

:rt 
согласно ( 13) от 2 до О; в •вьюшей 11ачке р.езо1На1нсной кр1явой (В на рис. 2} 

ао ·= Ьо, слева ао< Ьо, справа ао>Ьо. Усiой·'LИllЮЙ является ле.вал 1в·етвь резонаJНсной 
кри•вой, щж!j·занная на ри1с. 2 ~рплошной . .1Ш1Нией. 

Оцен1111 ширину в-озбужден~и.я .дл~ m=0,1, А= 1. В этом случае доброт.ность 
контура Q iдолж·на быть .не мене~ 2()0, а др:и Q=500 отнооителына.я ШJiiр1И.на зо.нъr 

Лv 
возбужден:ия -- составляет всего 1 %. Таким образом , в системе, описываемой v . 
уравнением ( 4), могут 1в•озбуждаться ;колебан'!!я четной гар.1iюни•1ш ·внешнего воздей
сr.вия, ~ю •возбуждают.си ·они 'В узкой полосе ·ЧЗJстот, п1ри .весы~rа малОIМ затухан:и:и. 
В заключеюие О1Тh!ет.и1М, что оообенн•остью системы ( 4) я·в .шется то, что ·вто.рую га•р
монику м·ож1но 1НаЙ11И толыко пр.и ощювр•еменном учете в р·ешенни также ~и постоян
ной составляющей [4] .и четвертой гар.мо.нЮ<iи, я•вляющ'l!хся член а·;.ш высшего порядка 

МаЛО.СТ:И (ПОСТОЯIН'НаЯ СО•СТаВ.Л•ЯЮЩаЯ + тйо, а•МПЛiИТуLда 4·Й ГаJ:>·М•ОНИКИ с-+ mao ) · 
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ГЕНЕРАЦИЯ &ТОРОЙ ГАРМОНИКИ ИЗЛУЧЕНИЯ 

АР.ГОНОВОГО ЛАЗЕРА 

По.лучение непрерыв.ного :К·огерен1111Q!'О· IИЗлучен.ия 1в УФ д1иапавоне :имеет !JJЯ·.zt 
цр.Инцип.иальных 1И rnра'К1~ических т.руд1н·остей, :возрастающих с уменьшением дЛИtНы 
во;пны .генерации лазе~ра [ 1]. Эта задача может быть ~решена мет.о:да•м.и НеЛiИJ!ейной 
опт~ики -1Путе~~ ум1Ножен1ия част.оты л·азеров, ~работающих в О!UIДимом ,1:щ а1пазоне . 

Од11шм •wз шrnболее .под1ходящих ··IИС1'0чн:и11юв света для уд:1юен.ия частоты 
является арг-оновый лазер, работающий на ДЛIИtНе вол.ны Ло =5145А (Лг=2572А) .. 
Выход~ная мощность лабораrорных образцов такою лазера ~может достwгать неаколь
ких .ватт [2], а :неллнейные .х~·акте~р.ист.иКIИ ·к;р.исталлов KDP 1и ADP обеспеч~ивают 
достаточ:ную эффектив.ность преобразования [З] . 

О генерации второй гармоники (ГВГ) аргонового лазера сообщалось в амери
каоок.их ра-6.отах . .[3·, 4, 5], В [Э] ·была осуществJLена ГВГ излучения лазера, ра-ботаю~ 
щег.о :в ~ре.жиме · СВЯ'3 8JННЫХ МОД. в [4, 5] для 11ювышен:ия эффеК11ИВНОСТ.И 'Прео'бра-зо
ван~ия нел.и:нейный 1Кр.исталл, обла.да·вшиЦ , уtНикальной ~проврач.но.стью ( 6 ~ ·10- 5 с..1г 1) •. 

был помещен .внутрь ·резонатО~ра лазf1Ра . . И то, .и д:руюе треб.овала слоЖ!Ных тех'Ни-
чесJmtХ п1ри1способлений. · · 

Н.а.м1и :исследовалась ГВГ вне 1р·езонатора с использован.и.ем ста.нда;ртной лазер-
:1юй тр убк;и с обычным.и зер·калаМ~и, or11ica,ii.н'oй 1в [2]. Выходная МОl.!l!НОСТЬ 111а ЛИIН1Ш 
5146 А Пtр.и генераци111 ТЕМ00 моды не , щревышала 0,6 вт. О.птнчоокие .свой.ства кр:и-

252 


