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ФУНКЦИИ ГРИНА УРАВНЕНИЙ ТИПА ШРЕДИНГЕРА — ПАУЛ И 
В СЛУЧАЕ ПОСТОЯННЫХ ОДНОРОДНЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ 

И МАГНИТНЫХ ПОЛЕЙ

В работе получено замкнутое аналитическое выражение для временной запазды 
вающей функции Грина уравнений типа Ш редингера— Паули в постоянных, одно
родных и произвольно расположенных относительно друг друга электрических и маг
нитных полях. Постановка задачи и представления в виде ряда или интеграла стати
стических функций Грина и их Фурье-образов имеются -в [;1 ,и 2] для магнитного и 
[3 и 4] для электрического поля. Случай одного магнитного поля рассматривался ранее 
в [5]. Случай параллельных электрического и магнитного полей был рассмотрен в ра
боте [5].

Общее рассмотрение

Пусть имеем обобщенное уравнение движения вида

{ё - н (р ) } у (7, о =  о. (1)

где Е =  i n -еФ (г), р — — i nv  — ■—  А (г) — операторы энергии и обоб-
Idt с .

щенного импульса во внешнем поле с потенциалами Ф (г) и А (г). 
Решение соответствующего неоднородного уравнения

{£ -  Я  (р)} Т  (л 0  =  -  Р (гТ 0  (2)
может быть, как известно (см., например, [7]), представлено в виде

+ СО +0°
у  (7, =  0  +  -J- |  dt' j  л ' Р ("

-00 -оо
(3)

Здесь (г)— собственные функции оператора Н (р) -|- еФ  (г), соответству
ющие собственным значениям Кп\ г1г (г> 0 — полное решение уравнения (1). 

Из (3) следует, что запаздывающая функция Грина для уравне
ния (2) может быть выбрана в виде

Gret =  J _ e ( _ t )£>(T) I  7'),
п
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причем функция D (т, г , г') должна удовлетворять уравнениям

{ E - H ( p ) } D ( т, 7, 0  =  0, { E * ' - H ( p * ' ) } D ( x ,  ?, ? )  =  0,

с начальным условием
£>(0, г, г') =  8 (Я) (4)

#  =  г' — г ^ { 1 ,  Г), £}. Здесь Е* =  — ifi — -----еФ(г'),

р =  i h y ' ------- А (г'), функция Н  предполагается действительной и раз-
с

ложимой в ряд Тейлора. Тогда для вспомогательной функции
^  > -> —> —> ( f P  ̂
£>(т, г , r') =  D ( т, г, /- ')exp i — —  ф(т, г, г '

I tic

(ф(т, г, г ' ) — произвольная функция) получим систему уравнений:

[<» - й - + т ( $  +  ® ') + т
Н [ iU  —Л ) +  И  ( i% -----— Л' D  =  0,

Н ^ П у - *  — ~ ’А^ +  еФ Ъ =  -----е- А ' ^  +  еФ'

Ф =  Ф(г) +  —  - 5 “ , Л =  Л(г) — у  ф,
с от

<Ь- =  ф < 0 — L J l , 3 '  =  4 ( 0  +  у ' ф .
с at

D,

(5)

В общем случае однородных полей удается аналогично работам [8— 10] 
выбрать функцию ф(т, г, г') так, чтобы потенциалы (5) оказались за- 
висящими только от (т, /?), а начальное условие (4) не менялось.

В самом деле, пусть имеются одновременно поля 9? =  {0, 0, 91} и

® =: 0, ®ц}, тсгда для потенциалов можем взять:

ф (?) =  — <S± x —  @ц 2; Л (7) =  {0, 0, 91}.

Положим функцию ф равной
(6)

м М 4
ф(т, г, г') =  J  А (г") d r"—■ J  Ф(r")d^",

М' М'Л'

где интегрирование ведется по прямой от точки М' (х ' , у',  г') в момент 
f  до точки М  (х , у, z) в момент t; при этом, учитывая (6) и полагая 
*-»
г" =  г' — Ru, t" — t' — t и, получим



Тогда потенциалы (5) принимают вид

Ф(Я) =  - Ф ' ( « ) = - ^ ?  +  -^ к 1. (7)

А(г,  R ) = - A ' ( r ,  R) =  { f - 4  +  - ^ « ,  — |  I .  (8)

Для функции D ( т, R) получим окончательно следующую систему
уравнений:

{‘й ̂  + Т [я (й ̂  -  т  ̂ ) + я (т + f  3)]} В (т' = 0>
Гя(<*У;?-----е- А )  [ е ф ] 5 =  j' н ( Ш у %  +  - у А ' ) - е ф ] б ,  (9)

5(0, Я) = 6$)
так как, б (R) ехр -̂  У] (х' +  х) =  б (R )^.

Случай уравнений типа Шредингера — Паули

Пусть Н (р) =  —  р2 - f  (70, тогда при £/„ =  0 мы имеем уравнение 
2т

Шредингера, при £/„ =  3i(rz — уравнение Паули с̂т2 =  ^  ^

Система (9) с потенциалами (7, 8) принимает тогда вид:

Ш — - +  +  u 0 \ d (x , R )  =  0 , (1 0 )
дх 2тс2 \  2 / 2т, 2/пс2 2 J

D(0, Я) =  6 (Я).

Здесь а ' =  - i-  | >  +  [ri +  —=L

Решение ищем методом разделения переменных в уравнении (11), по
лагая

В  (г, R) =  Г (г) X  (г , £ ) У ( * ,  T ])Z ( t,  £).

Тогда простейшее возможное решение, удовлетворяющее (11), будет: 

D (т, R ) = T  (т) exp | i Ч |  ехр ~  , (12)

где Т(т), -ф(т) — произвольные пока функции т.
Подставляя (12) в уравнение (10) и переходя для удобства к но

вой переменной получим для функций Т(т), г|?(т) уравнения
вида
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=  (13)
дт m Amc2fi

-*L =  (------L  +  A ^ ( T ) + i f ! 2 L Ts +  “ !£?_( 2 i ) V ^ | r .  (13a)
dx i 2t m  8mh 2h \  £ft / h J

Решая уравнение (13), получаем простейшее решение в виде

№  =  (14)2he 2 тс
еМ с,„  ет
2 he

тогда интегрируя уравнение (13а), имеем:

Г(т)= Свш ехр "} -ехр{^г4
^ t s i n l S r T ('5 )

Подставляя (14), (15) в (12) и вводя обозначения
9  е© о effi тс 1 Т, х 2

х = -й г > *  =  и г ’ Y = — ; “ » =  т £' "  ’ ■ - 7 “ ’

с =  у  (Е2 +  rf),

получим для D  (т, Р):
№

D (T, Р) =  —j S -------e^ot g 2ст g—ix2orctg<pT х
т sin фт

2 ^
X exp xli (ст)3 |  ехр у у  ^  ^  ^  (! — (pTctg cpT) j .

Постоянную С определяем из условия:

lim +f D (т, R)dR  =  +f 8 ( P ) t f P = l .
т-»0
< 0

После этого окончательно получаем
_i_Y4 {ст)ъ

D ( x ,  R )  = (  — X u - ¥ L - 6 t o * x  e  2cx  e ~ i x 2 a c i ^ x ( 2 e Q y  11 X
V it )  sin cpT \  2cx J

x  exp | i v ^ ( ч + ^ 7 ) ( 1 - Ф * с‘8 Ф*)}- 

При этом запаздывающая функция Грина

Gret =  —  0 (— t ) D ( t ,  Р) ехр — i {%\\сх (z' + z) +  х±ст (х '+  х)+к*Ч(х'+ х)}.
h

В случае уравнения Шредингера eia°x Z^  1» причем в частных 
случаях получаем:

3! =  о, в ф о ,  t  = 2hc 
iyR2

° ш  =  т 6 ( -  т) (  т ) ‘Л ( - £ Т  е”  ^ ехр i i  х‘ (" )3} х

X ехр — i {х2 сх (;г' +  г)}; (16)
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< 2 = 0 ,  3 1 ^ 0 ,  =  Фт =  — с т ,  a  =
2 he у  2

_

(Jref _  _^_ Q ^ ^  /"- i - 'N  ^  С̂т____(  У ^ /2 g 2fT g— ix2CRtg(px e—ix2n(x'+x)'
h \  It /  sin фт \  2c t

(17)

Выражение (17) 'было получено нами ранее [5] по другой методике, 
аналогичной работам [8— 10]. Случай <Sjl = 0 ,  @ц =  0, 9i=^=0, т. е. случай 
параллельных .полей, рассмотрен в работе [6]. В случае уравнения

Паули eia°x e~i(PxGz =  cos фт — iaz sin ср̂  (так как а\ == 1), поэтому:

;у£2
=  +  е (— т) ( + ) VV . (ctg ф. — <тг) ( ^ ) ‘/а ехр (  2С1

£ г , + £ - . л

X

X
2

X ехр (— гх2сг c tg срт) ехр xli (ст)3|  ехр j ty  ( ц

X (1 — cpTctgcpT)je x p  — i{%\ct(z'  +  г) +  x i  сх(х'  + х )  +  x2r)(x' -j- х)}. (18)

В частных случаях:

91  =  0 , <?П аули =  ^ ш р ед и н г ер а  (C M . 1 6 ) ) ;  @ =  0 , 9 J = jb  0 ,

iVt2
Qret — J _  0 t ) f  _ i_ V /2 фт (Ctg фт —  CL) ( - У ~ \ /г e 2cx e - ^ 2®ctg<pT e-itfr\(x’+x)'

h \  n J \  2cr J
Таким образом, функция Грина для уравнения Паули может быть 

представлена в виде двух слагаемых, первое из которых ответственно 
за все сингулярности, второе же выражает матричную структуру, имея 
лишь одну 6-образную сингулярность при т->-0.

Временные запаздывающие функции Грина вида (17) и (18) были 
использованы в [5].

Автор благодарен Б. А. Лысову за помощь в работе.
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