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РАСЧЕТ УСТОЙЧИВОСТИ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН' 

В ПОТОКЕ ВОЗДУХА МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 

Для эле.мента 1В лоrгоке, опик:ывае.м<е~м поршне~в·ой теор.rrей, 1поЛ1учены 1ма'!1рицы 
аэродинам1ичоокой ЖОС11Косги 'И демпфировани.я. PaicoмaтpffiBael'Cя nо.ведение .в потоке 
прямоуголь·ных <Jюнсольны•х 1П1ластин 1раЗ\11И1Ч•носо У\l).Линения. Резу111Ьтаты по методу 
кО'Н~ечныJХ эле:ме.нrюв ооор•ошо ~согла .суются с да•НJНJыми, •ПОл•ученны~ми :ме1'одо~I IРJ1 тца 11 

точными 1реше.н~июмн. 

Дл·я ·Л1ра1КТИ1Ч•е~с.к1О1г.о 1ре1Ше.ния за1да•ч у.стойчи1вости 1у1щруnих ·систем 1в 
пот101ке 1но<Щуха 1П1рим.е~няют~ея 1равл.и'Чные 1П1р ,и1ближ·енные :м·етоды, такие, 
как Галер.кина [1, 2J, Ритца [3] и 
другие. Метод конечных элементов 
[4] используе~ся в настоящее вре
мя в основном для расчета ·ст1атиче

ских деформаций и свободных коле
баний распределенных .систе·м. Пред
ставляет интерес приложение этого 

метода к решению неконсе.рватив

ных задаrч ушругой устойчивости. 
В настоящей работе метод. ко

нечных элемен~ов развивается 

применительно к ра1ечету динамики 

пла•ст.ин в св€рхзвуковом ПО'!'ОК~ . 

Для определения аэ1родИiНа1м1итческих 
нагр:узок иопользуе"Гся .поршневая 

теория [5]. 

z а 

v 

Рис. 

1. 1Раоомот1рю-1 1П~р1Я1моу~nольный аюнечный эл·е.мент, ~вершины кот.оро
го являю1'ся узлами r=\l, 2, 3, 4 (рис. 1). 

Фо1р·му лу 1по пер еч1НО1Г·О 1щр 01rи ба 1эл е.м.е.н та 1В 01з ым ем 1в ~В и1д:е 

w (х, у, t) = 'Фis (х, у) a51q11 (t), (1) 

где 'Фis (х, у) - строка базисных функций, а51 - некоторая матрица,. 
q11 (t) - вектор обобщенных координат эл·ем·ента. В качестве компонен
тов вектора q11 выберем узловые смещения wт(t) и углы наклона в узлах. 

cp,(t)=~I e,(t)=~/. 
ду , дх , 
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·тогда 

! W,1 (t)) 
q11 (t) = <р, 1 (t) (r = l,~ . 3,4; /=1,2,, ... ,12) . 

V,1 (t) 
(2) 

!
Р,1 (t)) 

Q11 (t) = N, 1 (t) , 
Т,1 (t) 

(3) 

где Р ,1 ( t) - вектор узловых перерезывающих сил, действующих на элемент, 
N,1 (t) и Т,1 (t) - векторы изгибающих моментов в узлах. 

Из динамического принципа виртуальных перемещений следует 

бq11Q11 (t)- бИ (t) + бА (t) + бF (t) =О, (4) 

где бИ - вариация потенциальной энергии упругой деформации, бА - вир
туальная работа сил инерции, бF - виртуальная работа аэродинамических 
нагрузок. 

Для формы прогиба ( 1) вариация потенциальной энергии будет 

(5) 

где Ku - матрица жесткости элемента [ 4]. 
Работа сил инерции f (х, у, t) = - а (х, у) w (х, у, t) на перемещении 

ow равна 

а Ь 

Ми = Gz5 S J а(х, y)'l\J51'1\J15dxdya51 (7) 
о о 

·etC1iЬ 1матр и~ца 1ма1сс эле:м.е.нта, 1rде <J1(x, у) -[1rООН~1роонЮ~с11Ная mл<01'1НО<СТЬ 
пла1СТИ1НЫ. 

2. /Виртуальная 1ра16ота аэр>0Lд1ина1мич.е.с11юй на1nр1уЗ1Ки, дейсТJВующей 
на эле.м·ент re 1Плотню.ст.ью Р' (х, у, t), 1ра1в.на 

а Ь 

бF = S S owp(x, у, t)dxdy. (8) 
о о 

Согласно поршневой теории [5] 

P00V ( · дw(х, у, t) ) 
р(х, у, t) = - --- w(x, у, t) + V ду , 

у м2-1 
(9) 

где v' - скорость потока, Роо - плотность воздуха, М-число Маха. Под
ставляя ( 1) и (9) в (8), находим 

а Ь 

Du = azs s s 'Фs1'Ф1sdxdyas~ 
о о 

tес-гь · матрица аэродинамического демпфирования, 
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( 11) 



а Ь 

Ва = а15 '\j)51 -- dxdya51 f ~• дi\Jis 

• • ду 
( 12) 

о о 

мат1рища аэрод,и~на,миче,ской ~естко,сти. 
Из (4) с учетом (5), (6) и (10) получаем связь обобщенных сил н 

координат шр.и движении элемента в воздушном 'потоке 

р v . 
_

00
_ (D1f1 11 + VB11q11). 

-,!м2 - i 
( 13) 

3. МаТ!рицы ае~роди1на1м~и1ческой же~ст11юсти и tЦе~м1пфи'Р,О1Вани·я опре
деляютоя тол.ыко 1rе<0мет1ри1че.оким.и 1рав1м·ера1ми еле:м,е.нта 1и 1ВИ!д'ОIМ 1ба.зи1с
ных функций 'Ф1 s (х, у). Учитывая структуру вектор-а qн (2), э·ти матри
цы удобн.о разlб.ить 1На 1бло1<1и. На,п1ри1ме~р: 

B(pw) В(рср) в<Р~) 
rr rr rr 

Вц = B~~w> В~~ср> В~~~> , 

B(Tw) В(Тср) в<Т~) 
rr rr rr 

здесь B~~w> _блок, связывающий перерезывающие силы Р, 1 и смещения w,1 ; 

В~ср> -силы Р,1 и наклоны ср,1 и т. д. Для вычисления матриц В и D 
возьмем систему из четырех базисных функций ~ 

'Ф1s = { 1, : , ~ , :~ } . ( 14} 
Тогда 

1 о о о 

asl = -1 о 1 о 

-1 о о 
(15) 

1 -1 -1 

Подставив (14) и (15) в (11) и (12), получим, что в матрицах В11 и D11 

отличны от нуля только блоки в<:,w> и D~~w>. Они имеют вид 

в<рw> =~ 
" 12 

-2 2 -1 1 4 2 2 1 
-2 2 -1 1 
-1 1 -2 2 
-1 1 -2 2 

v<Pw> _ ~ 
"/ - 36 

2 4 1 2 
2 1 4 2 
1 2 2 4 

(16) 

П~р ,о,стые вы1ра,л«еrН1ИiЯ (116) л.е111кю ,мю1rу т .быть и1е1п,олыюва1ны Lдля 1П1рям<0-
уголЫiых эле~ме1нТ<С)IВ 1р азли~чшых :р ав1ме·р.01в. 

Из юравне.н~ия 1вы1раж.ений ·(7) и (lil) ,слмует, 1что 1в ,слуЧiа·е .мню
ро1дноло элем.е.нта 1(cr(x, у) = 1const) 1мат1р1ица 1м.аос Ми ·О'Гличается от Du 
толЬIКо множителем. 1В частности, при базисных функциях (14) в Mn 

б M(Pw) D(pw) 
IЗ'Се 1 л,оки 1ра1В1ны !Нулю, кр.СJ1ме " = а " . 

4. Сосмние ~эл ,е:ме1Нты 1со,п1р.я·гаю1'1С1Я JIJP'YГ .с ,щруи,с)м ,в ·Qlбщих узла1Х. 
В ~результате юбразует1С1Я совок1уm1н<0сть к~он·еч.ны~х: sлеrме.нтО1в, ЯJВJI.яющая
ся мО!дел!Ьlю Н·еrп~ре1рыв.ной ш,ла ,стины. У.сл.о,виiЯ 1сО1rцря~Ж·ен1ия 1..1щя 10iбQlбщен
ных 1к,001рд.инат 1со1с-ед1ни1Х 1элеме1нтю.в фо;р 1муJ11и1руют1с1Я ив 11ребо1ва•ни.я 1Н·е
п1р .ерыВ~ности 1Переrмеще.н1ия 1м101д·ели 1в ~цел.ом; дл.я ,а1б01бщен1Ных 1оил -
из 1'1реб0~ва,ния ура1В,НОВеп.I1 •еR,НО1СТ·И В!Сех IСИЛ ,в 'Ка'ЖLдОЙ узловой т:6чке. 
ИополЬ1З~уя .пеrр1вые 1из 1э'Ги1х 1у1сло·вий, 1:-.10.жно обtразО1Вать 1веrк·юр абоlбщеrн
ных 1коо1р1ди1нат 1М•одел1и 
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qL\ = (:::)• 
'l'tю 

Ilдe R - •ЧllrCЛ rO 1ОВО16ОД1НЫIХ узл10.в 1М.О1д«~ЛИ. 
На ооюваrНии усло1В1йЙ lдЛ•Я .оiбО1бщенных ~сил .из ~матриц Ка, Ми, 

Du и Ви .0Тtl1'ельных элеме·нтов ,м,оок.но 1П()IСТ1р ·О1ИТrь 1соют1вет.ствующи.е 1мат
р.и~цы KLL, MLL, DLL ,и BLL 11юей 1м<0!ДеJ!'И 1в 1Ц·елrо1м. У1раВtн·е·ние ДJВИrЖrенrия 
МОrдеЛ•И за1П.И1ШеТ1СЯ IB 1ви1де 

.. р v 
KLLqL\ (t) + MLLqL\ (t) + __:__ (DLLqL\ (t) + \!BLLqL\ (t)). (17) 

уМ2 -1 

в матрицах MLL, DLL, BLL отличны от нуля только блоки мW'fP, DW'#.» 
B<J/.'jl_!. Поэтому углы CfJR1 и 'l'tR1 в уравнении (17) не являются независимыми 
переменными и их можно исключить. 

В результате получаем 

• (pwJ •• Р V . Роо v2 
KRRWp\ + MRR w RI + 00 

-- DRRW RI + BRRW Rl = О. (18) 
уМ2 -1 УМ2 ~1 

ТаrКи1~1 0tqp а l.'юм, <чrИсло .сте<nе1ней 1ов0tбо1ды мlОдели 1р а1Вно 'ЧИ<СJГУ юво
бц:~.~ных узлО1в R. ВамеТ1И1М, ~что у .м.оделей, ~кот1о:рые •обЫIЧ!НО ~етрОtЯт,ся 
мет.адом КrОtНе<чныос вл·е~ме~нто.в, 01но Н·е 1Мен·е·е 3R [4]. 

Решение системы (18) дает собственные значения "л/ = f,i + ioJ и собст-
венные векторы Wk1, т. е. коэффициенты затухания (- lY), частоты ffi; и 
формы Wk 1 j-того тона колебаний модели в зависимости от скорости потока 

(j = 1, 2, ... , R). 

s -

?}, 

А 

t t t 
v 
Рис. 2 

!00 

1 1 

-2S -15 -5 о s 

Рис. 3 

15 25 
О' 

5. Изложенный опособ иапольз~уется для исследования ди1намИ1че~ской 
у;стойчиtВости в аверхзвуков0t~1 потоке сталЬ1ной коН1Сольной пластины с 
параме11ра.;о,1и: S=A =0,24 лt, h=0,0018 .м, E=tl,96· 1011 н/м2, v=0,3, 
а= 14 кг/лt2 . 

На рис. 2 ·в качестве 1П,rри .~1е1ра изображено ра31биение пл•аJстИJны на 
ЗХ3 эле~1ента. Реше~ние ура1внения (18) оаущесТ1Бляе11ся ·на ЭЦВМ тИ!Па 
М-20 ло опециализирооюrной про.грам•ме {6]. Результаты ~ришедены на 
рис. 3, где опло1Шны1ми линия~1и изо;бражены корневые mортреты для пе,р
вою и 1ВТ•О1ро1Го тонов пластины 1при J11Величе~н1ии скО\росr.и потока. 
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С 1поя1вле~ни{Ш 1п<0то1ка О1ба 1пе1р1вых ко1р 1н1я Л1, Л2 .и 1с0tI1Jря1же~нные с 

1-:!ИМИ л;, л; она1чала 'YiXiOiдlЯT 1В левую IПОЛу,ПЛО,СКЮ1СТЬ; 1К·Олеба1Н1ИЯ 1ПЛа
-СТИНЫ ~на эт:их тюнах являютоя зат1ухающи1ми. При у~в,елич,ени1и .аК<0tр<01сти 
оба К·ОiРIНЯ iдВ'ИIГ·аЮТJСЯ IBЛeiIIO ют У!НИ\МОЙ ОtШ!, мно.в1ре~Уiенно 1С1бли1Жа•Я1СЬ 
друг с 1дру1rом. Затем, 1на•чиная ,с М=12,9, 1пр•и JIOTOipoм 1КО1р.ни Л1 и Л2 
по.дХОIДЯТ на1И1более Jблизк·о tдJруг 1К !дJР)'IГу, 1к0tэ~фiфи1Ц·И·еtнт 1затуха1н1ИJЯ !На 
ле.р1вом rrooe (-~ 1 ) резхо у~бы1в1ает и 1при М=Мнр •Оiбiращается в .нул ь. 
При 1датшейше.м .в•о31ра .стании М 1пе1р1вый ,к1орень 1пе1реаю1д:ит 1в IП1ра1вую 
полуплоскость; в пластине возможны нарастающие ~колебания, т. е. 
флатт.е1р. !Вто·рюй ко:р ·е1нь Л2 .при ~эт<01м 1п1р•ОJI:олжа.ет ,амещат~ьая ·влооо та1к, 
чrо 1ча~стоты .на ~бо·иос т0tна~х: соопа~дают . .Кю1р1Ни, юоот,вет1ст,ву~ющие ТJретье
м~· и чеТ1вертому то·на1м, .о,стают·ся 1в левой 1Пюлу1пло,сuюсти; К·0tЭ1фiфициен
ты 1ЗаТfУХа1н·и~ 1на этИtХ Т·О1на1Х нrо1н.ач1ительно увели1чи.ваются .с 1р 0осто1м М. 

1l<Jрмт·иче.с~кие IЧНIСЛ а Ма.ха 1И 1Ча 1СТЮТЫ, IP а1С1С'ЧИТа1ННЫе !П1р 1И р аlЗЛИl<UНЫХ 
·ра~з1бие.ни1я1х 1пла,сти.ны .на эле.менты, 1П1Р ·И1Неiд·е•НЫ 1в 1пер1вых т,рех колю1н1ках 
таtбл1ицы ·1. 

Таблица 1 

Аэродинамика 1 Поршневая Статическая 

Разбиение 

1 

2 Х 2 

1 
з х з 

1 
4 Х 4 2 Х 2 

1 
з х з 

1 
4 Х4 

1 

по [3] 

R 6 12 1 20 6 12 20 15""20 
Мкр 3,028 2, 939 2 '913 3,086 3,001 2,956 2,782 
Wкр 305,3 306' 5 1 306 '7 305,8 307,3 307,3 305,4 

1 2 3 4 5 6 7 

Из та1бли1цы :В'Иtд1на ощрюшая 1с,хюди1м.ость резулыат10.в IЛ'ри У1В·ел1и~че-
1ши ~числа 1сте.пе11ей 1ОВ·0tбоды R. К·рtИти1Че~сюие ч.и1сла Ма.ха, 1р а1ссЧJитан
ные IП!Р ·И 112 :и 12i0 сте~пе~ня.х аво1боды, 1р а'3Л ·Иlчают~оя на 0,9 % , а хрити1ч~е
окие 1ча1сТ1оты - 1на О_,:1 1 % . 

. Пре1д1ставлtЯ.ет 1и1нт·ер ·е1с ора,в1н1ить 1резулыаты 1раюЧ1ет.а 1метоlдiом кr0-
неч.ных элеме~нто,в 1С<0 tЗiH а1Ч1е1ния.ми , 1вы1Ч'и.сл.енны.ми ,с mОIМ·ОШJЬЮ 1дJр1у·r·их 

метощюв. IЗаmишем 1К1рtИТ1и~че~ские ·чи~сла Маха :и ча,с·юты 1ра.сомат1ри1Вае
_1\1!01I :пла1стины •В 1потО1к1е, 01писыва.е1мом 1стат.и1че~с·кой тео:рией (t2]: 

Роо\12 
р (х, у, t) = - __ 

ум2 -1 

дw 

ду 
( 19) 

Результаты раtач·ет·а 1п1р .и 1разли,чньILх 1ра31бtи .е1н1Ияос 1на sле~м.е1нты tnре~д1ста·в
.лены в 4-6 колонках табл.ицы 1. В седьмой колонке помещены крити
ческие частоты и числа Маха, найденные методом Ритца [3] . Видно, 
что для пр.ибл:иЗ<и'ГlеЛь.но юдина1кового ч;и:сла •С1'епен~ей <авободы (---.!20) ре
зультаты ,ра,сЧJета 060.им,и меrгода:н,и х·орошо оогла1суют0ся. 1Кри'11ИЧ·еск.ие 
чж:.па 1Маха р.азличают,ся 1н1а 6 % , ча1сТ>о·ты :на 0,6%. 

Как и 1сJнщО1вало ·ОЖ'И1дать [5], от1С1ут1ст.вие а31р 1сщина,м1и1ч,е,с.к·о1Ло 1демш
фи1рО1Ва1Ния ~мало 1вли.я.ет на IК\р ·итиче,с,к1и·е .з~наrчеюf,я. Пове.де~ние кю1рней, 
однако, юущест~Ве~нно J11Н•ое . На 1р1ис. 3 1Штрих.овыми ЛИ1НJ1~1ми ие·оtбlраж.е
ны tКoa)IНernыe tnOlprrp ·eты meip1в1oro tИ 1Второll',о тюн.ов пласти1ны, 111 •олученные 

ПiРИ 1ра{:чете IПО IСТаТ'ИIЧ•еiС'К·ОЙ тео•рии. 
6. Дл1я а1нал.иза 1сходщ1мю1сти ра~з,в:и~Ва ·вмr01го ·метода .при tИапользо·ва

ни.и 1Кю.неtЧ1ны~х эле1м.ентю1в .разЛ'ичной фо1р1мы 1ра1сс·мат~ри1вал1и,сь mласт1ины 
с •раЗ1ными ')"дЛ·И1н·е1ния1мм. 1K10II'дa 1К·ОН ·ечные вл.ем.е~нты и mл.а 1стина 1ПО1д·о:б-
11ы, чИсла элементов по каждой стороне совпадают. В общем случае 
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э,ти 'числ а 1р а~злич~ны. Цр·и 0~бозна1че~ни~и р аз1биен1ий 1л1р1И ме.м, l'lTO mер1вая 
цифра 1у1К·аЗЬ11Вает ЧIИIСЛIО :элем·еНТ·ОВ 'ВU!:ОЛIЬ ·CH)lpOtHЫ, ~рааположе1ННIОЙ IЛО 
лотоку, вторая - 'ЧJ11сло зле~менто,в 1Ло~лерек 1лотока. 

К~ритич·е.с.ки•е ч~и1сла Маха и ча,стоты выч1исле.ны [11ри аЭ1род'И1на1:-.1ш
чоской ~наrг~рузке (119). У1д0~бно 'Вtве,сти безраЗiмер•ные •ла,ра1мет1ры кжоро-

S3Роо у2 w2aS' Eh3 

сти k = V и частоты Q2 = -- (здесь D = 
D м2-1 D 12(1-v2) 

ЦIН-

лиrн1;1Jр ·и'Ч·еокая жест1коtС1Гь 1ллаоины). К~рити1ч·ео~ие G1наче1ни1Я :эт,их ~ла:ра
мет1ро1В, 1получе1Нные ,м·етодом кю1нечных эл,ем·е'Н'r·ов 1и 1мет·О1ДО М !Р нтц,а, 
л1ри1Ве.дены .в таlблице 2. 

[] 
tv 

s 1 
А - 2 

Разбиение 1 

R ! 6 1 

1 26,7 1 

---~ 

1 20, 1 1 

--------'-----'---
Разбиение 2х 2 / 

R 
1 

6 
1 ----

SJA =2 
1159,81 

1-----

\100,41 

kкр 

R. 
1 

4 

1 

6 

3 Х 3 

12 

32,2 

22,3 

2Х 4 

12 

158,6 

94,5 

ki 6,31 6,32 
k2 162,4 161,0 
kз 162,9 161,3 

1 10 

1 31,4 1 34,4 

1 23, 1 1 23,8 

/ 3х б 

1 12 

1 145,6 1 144,3 

1 97,0 1 91,8 

9 

6,33 
160,8 
161,3 

Та бл ица 2 

1 6 Х 3 

1 36,2 

1 25,8 

1 20 

1 141, 1 
1 

1 94,6 

1 f'O (3] 

\ 15"-20 

1 36,8 

1 25,9 

1 по [3] 

1136,6 

\ 89,0 

Таблица 3 

по [7] 

6,33 
161 
162 

Сх0~ди1мость ре31Улыатов 1дл1Я пря·мауголЬ~Ных mласт,ин и,меет более 
сложный iXaipaiкт·e,p, .чем 1дл.я юва1щратной mла1с:rи1ны. На то'ЧIНость раочета 
существенно влияет не только число степеней свободы модели, но и 
число элементов, расположенных по потоку. Так, для пластины с S/A = 
= 1/2 при разбиении бХЗ достигается более высокая точность по срав
нению с разбиением 4 Х 4, несмотря на то что число степеней свободы 
практически совпадает. Аналогичное сравнение можно провести для 
разбиений З Х З, 4 Х 2 и других. Это следует учитывать при практических 
расчетах. 

7. Для сравнения метода конечных элементов с точными решения
ми, рассмотрим классическую задачу о бесконечно длинной полосе 

500 



в сверхзвуковом пото·ке [7] (рис. 4). Аэродинамическая нагрузка бе
.р,еmся по формул•е 1(9) . 

Счи'Га'Я 'Пlроли б :пл.ас'Г1ины Ц;ИЛ1И1нд1р1иЧ1е~оким, .пр1и1мен,и:vr ко~неч•ные эл1е
'v! 1е!нты •СТе(рЖ'НЯ [8]. Маf'llрицы М, В, D для них .м.ожно nоv1учить :из (16). 
положив W1=Wз, W2=W4. Мат,рицу жеспюст,и эл1емеН'Та 'Вtозьме~1 1из :[8]. 

На ,р:и1с. 5 :и~зоб,раже:ны 1юрне·вые 1по1ртрrе:ты , 
по.пуч;енные ме111о~ом :~ю1н~ечшых э:лем·енtтов для 

первою (•сплошная л1И1н;ия) 1И! 1В"110:рюr10 (пу~нк- х 
1ш1р1ная ли.Н1ия) :нтов полОiсы . tПо ос.и а6сщи1сс 
отложены знач~е1Н1ия без,равмер1ного 11ю1э.ффи-

циен11а зжух.а:н;ия ,л = б V а~4 , по ос.и орди ?/ 

s 
1 

н а11' - бе'з:р аз м~ер1на я ч а1с1101та Q. 
П,р.и воз,рас~та1н.ии парамrе:Т1ра 1с1юр.ости k V -

КО1РНИ, ЮОО'11Вtе'J1С'ТIВУЮЩIИе П!ерБЫМ двум 110нам, 

уходят в левую полу.плос.кость. Ча;стют,а Пlер- у ~ 

вою ·юна у.м:еньша1е111ся 1и пр.и k=k 1 юб,ращае'т
ся в нуль, :т . . е . 11юре;нь Л 1 1сл1И1ва1е11ся - 1с комп-

лвк.сно-1сошряж•е1аным л;. При м.алом у~вел1и1че
ни1и с.к.о,рос.ти .вь~рожд1ен~ие сн.и~мае11с:я 1и 1щр~нл 

Пlе.Р'вого rгона 6ыс~ро ·ра1сх1о!дя11ся 1по д1ейегви
-rелЬ!Ной 1О1си. Один .из 1них 1Пр 1и k>k 1 'пеtр~ех•одит 
в п1ра1вую ПiQIЛi)'iПЛО1СЮОСТЬ; пр:и ЭJTOIM з· а·тух1аН1и1е Рис . 4 
(-Л1 ) оrг,р1и~ца'Гель~но. Пл.а•с11и1на 1ста1новшr1ся 

·неу;с'ТоЙЧIИВtОЙ по ·пе1рвому то:ну, 1ее дв1иж1е1нше 
ю1е~ет харЗJктер возр.аrсrгающих JIO :В.Р'емен.и 1непер:иодич~е-ск,их о•ткло1н~ений 
т. 1е. дине.рге:нщии. 

J2. 
к:О 

20 
1 
1 16 
1 

1 12 
1 

в + 
1 4 
i 

к K;s 

--т~г-=ткzt -7гz-3-4- 7 8 L1 

1 
-4 

• - в 1 
1 -12 
1 
1 16 
1 
1 -20 

- к•О 

Рис. 5 

1Пр и ~альнейше1м у~в.ел.и1чен~ии .с1коро1сти ~кор 1нш 1пе1р1в.ог.о тю1на 1с1на1ч1а

ла ~дJви~жу11ся от ,и. а.чала 1коо1р~·и1Нат, ват.ем на•ч~и:нают 1ВОЗ1ВtращатЬ1С•Я. 

О1днов1р 1е.ме1н,н10 1ста~ю1вит1с1Я за1мет1ны1м д1Вtи1ЖеtI:I1и•е •ко1р ней .вrro1p ·o1r:o тона. 



Кон~да k=1k2, ~:эти .кор1Ни ,сли1вают1ся, а затем ра,сХ'Оlдятоя от начала 1КО'О1р 
J.ИНат, т. е. наступает дивергенция и по второму тону. При k>k2 корни 
пе:рво:гю и 1вrг,орою тона д1Вижутся шо tдей,ст,вителъной о,си 1на1В1стречу 
д1р~у1г д'Р у лу. 

tНа!Конец, 1с о в.на1ч,ени1Я k~k3 1К0iр1Ни 1ста11ювят~ся ко.мtпле1ю~ю-1сО1П1ря
же.нным-и; tдtва ив н1их л·ежат ,в 1пр а11юй 1полуmло1а1шсти, т. е. на·сrупает 

флатт~. 
В та1бv!и~це З ·п1рещ,ста1Вл,е1Ны криТ1иче.С1Ки·е з1на1чен1ИtЯ, •ра1ссч1итан•ные 

метО1д.0tм К{ХНеiчны.х эле·ментав IПIР'И 1различн0ом ЧJИ•СЛе 1ст еше.ней 1ов01бо.ды, 
а та1КЖ1е 1получе~н1Ные анал'Итиче{:IК.1и 1в ра1бот0е [7). 

1:К.ак 1В.И\11.НО ·ИЗ та1бли1цы, ~rюлу1че.нные зна1ч1е~ния ию1рО1Ш~0 1с0tгла1суют,оя 
<: ТЮЧJНЫ!М•и. П:р1И чи~сл,е 1стеше•ней ,ав.оiбмы 1м10\11.ели R~6 отно1сительные 
от·кло.не~нм~я 1не шревышают 0,4 %. П1р а1Ктич1е~ак'°е зва1чен1ие име,ет rголько 
пе~р,вое К~рИ'Г1И'Че·ское вва,чеuше. Г}jр'И 1k>:k1 1раi3/рушенме 1П1Ла1ст~И1Ны 1Напу
ттит, IВ Иtд.ИIМО, .ра1ныше, чем будут lдОIСТ.ИIГНУ'ГЫ 1сле.д~ующие. 1К1рИТИIЧ€1С1КИе 
зна•чен1ия. 

8. TatI<'ИIM образ,о.м, \дЛ•Я щюстой ~еи.стемы 1баз~и1сных фун1К1Ций шолу
че1ны а'Нал1иrг,и ,че,с юие 1вы1ра1Же1Il'И1Я .ма11риц аэрод1ина1ми1чеtской Ж·е·ст~кости 

и 1.1.е1:У1 1пфи1р~о1Ва'Н.ИЯ. 1П:ри ·ИХ И1СIПОЛЬIЗ·О1ВаН'ИIИ IЧИ\СЛО 1СТ·еmеtн1ей ,св~016'О1ды .мо
дели со1В1пщдает .с 1числО1м ~СtВ•Оiбод,ных узла.в R. !Пр,и~вм~е:н1ные при1М€!РЫ 
расчет а У!СТ·ОЙ'ЧИIВО1СТIИ lдЛЯ 1ряtда 1КО.Н.СОЛIЬIНЬLХ шла<СТИ'Н iOB'ИдeT·eJJЬCТIВYIJOT 10 
том, чтrо 1раз1В1и1вае:мый 1мет0tд ,и•меет XIO\pt01Шy1IO с1х,м1И1мю.сть и 1пр1и R ,..., •20 
обе оп ми1в а е.т ВIПОJ:Ше )'\д'о.в л етlВ Olp ителън~ую Т10'Ч1Н о с ТtЬ. 

МетОiд .к00.н1е:чных •эле.мента.в .имеет точнюсть ТОIГ.О tЖе IIl'OIPЯ/дlкa, что и 
:У1ето~д Ритца юри 01днО1м 1и том ~е ~числе степеней ~свОlбОiды. О.п1на1К·О раз
ви1вае1мый 1мет~о1д я1Вляет·С1Я iбол0ее уни.ве;р1сальным и 1П1р ,остым tВ 1IJ :р ·име
не1ни~И. 

~\1.е.тОlд IК{)tНеЧJНЫХ IЭЛеtМ,е'НТОВ 1дает tболышие Вl001М101ЖIНОIС11И lдЛЯ иссле
.J.0tван1и~я 1не,кон.се1р~вати1В·НЫХ ваtда1ч упру~гой уrет~ой,ч1и1ности . Он 111оз1воляет 
иосл<Е~1.:щвать 1пове.дени,е IКОр'Ней 1си.ст.емы 1в 1Ши1р ,ОК'ИХ инт·еtрвал а1х .изеv1е:не
н·и я 1с11«О1рt0сти 111ото1ка. 
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