
IJ] -е СЛТ1t и К! 
МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА 

~====== № 5-1972 

УДК 537.591.& 

А. К. БАХТАДЗЕ 

О ВЫЧИСЛЕНИИ МОМЕНТОВ ФУНКЦИИ 

ПРОСТРАНСТВЕННОГО РАСПРОСТРАНЕНИЯ ЭЛЕКТРОНОВ 
БЕЗ УЧЕТА ИОНИЗАЦИИ ПОТЕРЬ 

SыЧИ'Слены МО."!енты llIO радиу~су от фуJЫ{IJJИи црос.~раm:лвеи11юrо ~распределения 
элек111юнов .в ~приближен.ин малых углов без учета июнизационныос потерь. Получено 
уравнение для об~раза !Мел.111И1На-Лалласа от этой фуНJЩИИ. 

Вычисление функции пространственного :распределения частиц 
в электронно-фотонном ливне или ее моментов по энергии приводится~ 
например, в 1[1-8]. Моменты функции пространственного распределе
ния в некоторых работах вычислялись с помощью рекуррентных соот· 
ношений, причем в качестве нулевого момента ·использовалось прибли
Ж·енное выражение для равновесного спектра частиц, функция прост
ранственного распределения строилась по ее моментам. Наиболее· 
общее решение исходных уравнений каскадной теории дано в [6, 8]. 
В [6] образ Фурье-Лапласа искомой функции представлен в виде сте
пенного ряда, ·каждый член которого есть полином. 

Коэффициенты этого полинома в [6] получены численным методом 
для ма~Ксимума каскадной кривой. 

В [8] получено дифференциально-разностное уравнение для преоб- • 
разевания Фурье, Меллина, Лапласа от функции пространственного 
углового распределения, после решения которого функция пространст- i 
в·енного распределения или ее моменты могут быть получены после f 
перехода к пределу по одному яз двух граничных условий в виде оди
ночного электрона с энергией Е0 , падающего на границу вещества. 
В случае произвольных начальных условий, когда угловыми перемен
ными являются косинусы углов между направлением движения частицы 

и осями координат, при условии, что ·косинус угла с осью ливня близок 
·к единице, без учета ионизационных пmерь исходные уравнения имеют 

следующий вид: 

( д - д) -- ' ' дt + е дr P(E0 ,E,t,r,6) = -АР + ВГ + 

Е~(а2 а2) __ + - - + - P + Sp(E0 ,E, t,r, 8), 
4Е2 д82 д82 1 2 

(1} 
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(~ + 6 ~)г (Е0 , Е, t, ,-, В)= С'Р- а0Г + Sг (Е0 , Е, t,r, ё), (2) 
дt д~ 

ё = {81, 82}. r = {х, у} . (3) 

Векторы 8, r - лежат в плоскости, нормальной ·К оси ливня, 81, 82 -
направляющие косинусы углов между направлением движения частицы 

и осями х, у . Остальные обозначения те же, что и в [9] . Уравнения 

(1), (2) умножим на exp'[-Лt+l(~r)+i(€ё)] и проинтегрируем по t " 
r, ё. Введем следующее обозначение: 

00 00 1 

Р(Е0,Е,л,% .~) = _i_ r dtS сГr .r dOexpf-Лt + 
(2:n:)2 ·' ,) 

о -оо -1 

+ i(xr) + i(~ё)J. Р(Ео. в, t,Г,е). 
Преобразование по х, ~. обратное (4) имеет вид 

00 00 

Р(Ео.в. t,Г, е) = -
1-S dxSd;expf-i(xr)

(2:n:)2 
-оо -оо 

- i (~6)] · Р(Е0 ,Е, t, х, ~). 
-1<81,2<1. 

(4) 

(5} 

При s=O после ·интегрирования по е и аргументу r получим преобра
зование для пространственной функции 

00 

Р(Е0, Е, t, х,; = О)= J drrJ0(xr) Р (Е0 , Е, t, r). (6} 
о 

Решение уравнений, полученных nосл.е преобразования (4) имеет 
вид 

_ _ l a+too оо (-Е~ )п __ 
Р (Е0 , Е, Л, х, ;) = --. s dsE-s-t ~ -- f (Е0 , s, Л, п, х, ;). 

2:n:i ~ 4в2 
a-too n=O 

(7} 

В дальнейшем будем вычислять функци~о ~ространственного распреде

ления и полагать s=O, поэтому вектор.а х, s можно считать коллинеар
ными и заменить на скаляры х, S· 

2n 

f (Е0 , s, Л, п, х, s) = Ф (Е0 s, Л, х) ~ х2п-т ;тат (s, Л, п) , 
т=О 

Ф (Е0 , s, Л, х) = Р (Е0 , s, t = О, х) + SP (Е0 , s, Л, х) + 
+ В {s) [r (Е0 , s, t = О, х) + Sг (Е0 , s, Л, x)J . 

л.+ао 
(8) 

Коэффииценты Gm.(s, 'Л, п) удовлетворяют следующим конечно-разност
ным соотношениям: 

2n-2 

а0 (s, Л, п) = Е (т + 2) 1 Сj)т+2 (s + 2п, Л) ат (s, Л, п - 1), п :> 1, (9) 
т=О 
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2n-2 

а1 (s, Л, п) = I: (т + 2) !cpm+1 (s + 2п, Л) ат (s, Л, п-1), п > 1, 
m=O 

2n-2 
~ (т+ 2) 1 2 ( ~ l) ak (s, Л, п) = срт-k+2 (s + п, Л) ат s, ,..,, п -

k! 
т=k-2 

2 < k < 2п, п > 1, 

а0 (s, Л, О) = ср0 (s, Л), 

Следующая система является эквивал•ентной системе (9)-( 12) 

2n 
а0 (s, Л, п) = Е Аот (s, Л., п) ат (s, Л, п), п > 1, 

т=2 

2п 

ak (s, Л, п) = I: Аkт (s, Л, п) ат(s, Л., п), 
m=k+l 

1 <k<2п-1, п > 1 . 

Функции Ант удовлетворяют следующим соотношениям: 

е 

~-1- ср1-т (s + 2п, Л) Аот (s, Л, п) = 
~ m! 
т=2 

= ср 1 (s + 2п,Л.);2-<.l-<.2п, п > l, 

l 

~-1- ср1-т (s + 2п, Л) А1т (s, Л, п) = 
~ m! 
m=2 

= ср1-1 (s + 2п, Л); 2 < l < 2п, п > 1, 

l 

~ _!_!_ср1-т (s + 2п, Л) Аkт (s, Л, п) = 
~ m! 

m=k+I 

Z! = - cpz-k (s + 2п, Л) + ср0 (s + 2п, Л) Ak-21-2 (s, Л, п -1), 
k! 

k + 1 < l < 2п, 2 < k < 2п - 1. 

(10) 

(1 1) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

Решения уравнений (13), (14) имеют вид детерминантов, где эле
ментами являются функции Апт· Эти детерминанты можно преобразо
вать, используя соотношения (15)-(17). Тогда, получим следующее 
уравнение: 
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п-1 

а0 (s, Л, п) = L Фп-k2 (s, Л, п) а0 (s, Л, k), п > 1. 
k=O 

(18) 



Функции Фkс удовлетворяют соотношениям 

Х Фkт+2 (s,Л,п); 1<l<2n-2k, l<k < n-1, (19) 

Фн (s, Л, п) = l! ср 1 (s + 2п, Л); О < l < 2п, п >- О. (20) 

Решение уравнения (18) имеет вид 

а0 (s, Л, п) = ср 0 (s, Л) Х 

Ф12 (s, Л, 1) 

-1 

х о 

о 

<:Р22 (s, Л, 2) ... Фп2 (s, Л. п) 

Ф12 (s, Л, 2) ... Фп-12 (s, Л, п) 

- 1 ... Фп-22 (s, Л, п) 

о Ф12 (s, Л, п) 

(21) 

После подстановки функций Ф1ц в уравнение '(18) можно доказать 
справедливость следующего уравнения: 

iJ2 
а0 (s, Л, п) = ср0 (s, Л) - а0 (s + 2, "л, п - 1) , 

д"л.2 

п > 1. 

(22) 

Из уравнений (6)-(8) находим следующее выражение для функ
ции пространственного распределения электронов при произвольных 

граничных условиях: 

a+ioo f3 + ioo оо 

Р (Е0 , Е, Л, r) = -
1

- s ds 5 dq r dxE-s-1 х 
(2ni)2 .J 

a-ioo /3-ioo О 

Х xJ0 (xr) Г (-q) Г (q + 1) ( Е;; )2q Ф (Е0 , s, Л, х) Х 

Х а0 (s, Л, q); а. > О, 1 <~<О. 

Если функция Ф (Ео, s, Л, х) не зависит от х, можно проинтегриро
вать по х 

a+ioo f3+ioo 

Р (Е0 , Е, Л, r) = -
2
.- (' ds S dqE-s-i х 

(2ni)2 J 
a-ioo /3-ioo 

( 
Е )2 ( Er )-2q-2 

Х Ek. Е1< [Г (q + l)J2 Ф (Е0 , s, Л) а0 (s, Л, q), (23) 
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s М (s, 1) 
1 

М (s, 2) 
1 

М (s, 3) М (s, 4) 

О, 1 0,020328 
1 

2 ' 1757 . l о-з 
1 

4,2281.10-4 3,2766 

0,2 0,041619 
1 

7 ,8814 .10-з 
1 

2 ,5997 .10-з 3,7514 

0,3 0,073145 
1 

0,021506 
1 

0,010877 4,8171 

0,4 0,11553 
1 

0,048685 
1 

0,036126 6,6294 

0,5 0, 16973 
1 

0,098035 
1 

О, 10578 9, 1254 

0,6 0,23747 
1 

0,18402 
1 

0,29028 12,244 

0,7 0,32157 
1 

0,33202 
1 

0,76905 16,502 

0,8 0,42617 
1 

0,58714 
1 

l ,9897 24, 182 

0,9 0,55714 
1 

1,0296 
1 

5,0430 42,639 

1,0 0,72267 
1 

1,8010 
1 

12,528 94,140 

1 '1 0,93392 
1 

3,1499 
1 

30,508 2,4421·102 

1,2 1,2059 
1 

5,5076 
1 

72,871 6,8153·102 

1,3 1,5586 
1 

9,6148 
1 

1,7081.102 1,9386 · 103 

1,4 2,0181 
1 

16,729 
1 

3,9314· 102 5,4907·103 

1,5 2,6181 
1 

28,958 
1 

8,8877·102 1,5352· 104 

1,6 3,4018 
1 

49,789 
1 

1,9738· 103 4,2250 · 104 

• 1,7 4,4234 
1 

84,912 
1 

4,3062·103 1,1432· 105 

1,8 5,7509 
1 

1 ,4348 .102 
1 

9,2287 ·103 3,0393· 105 

1,9 7,4678 
1 

2,4002·102 
1 

1,9424·104 7,9356·105 

2,0 9,6763 
1 

3,9720·102 
1 

4,0145· 104 2 ,0337. (06 

3, 1 1 ,2457 .102 

1 
4, 7867·104 

1 
3, 7315·107 1 '7102. 1010 

4,1 7 ,5995 .102 
1 

1,3516· 106 
1 

4,2396· 109 9,6383·1012 

5,1 3,2332·103 

1 
1, 9826·107 

1 
1,9039· IOU 1,5504·1015 

6, 1 1,0739·104 
1 

1,8623·108 
1 

4,5747 .1012 

Функции М10 (s, п) для п = 1, 2, 3, 4 рассчитанные по формулам (28)-(30). 

а> О, - 1 < ~ < О. 

Фу1НК!JJИЯ ao(s, Л, q) 
работы [8] 

П~РОiПО,рЦИО/Н•альна ф)'IНКЦИ1И ~2 (q, О, s, Л) ИЗ' 

520 



Г (q + 1) а0 (s, Л, q) = ~2 (q, О, s, Л). (24) 

Функция а0 (s, t, q) представляет из себя бесконечный ряд по экспо
!Нентам ii< 5+2

m>t с коэффициентами в виде полиномов по t. Ввиду условия 
eЛ1(s)I ~ еЛ1(s+2)1 )) еЛ1(s+4)1 )) ••• 

в этом выражении можно оставить лишь первую экспоненту 

2 

а0 (s, t, q) :::::::: ~ Hi (s) М10 (s, q) eЛi<s>t, 
i=I 

М . (s ) = ' ао (s' Л' q) j 
10 ' q <!'о (s' Л) Л=Лj(s). 

Функции Mi0 (s, п) имеют следующий вид для п = 1, 2, 3, 4: 

Mi0 (s, 1) = 2<p2 (s + 2, Л), Л = Лi (s), j = 1, 2, 

2 

М jO (s, 2) = '-1 2 
(
4 - v)I <pv (s + 2, Л) !JJ4- v (s + 4, Л), Л = Лi (s), 

~ (2-v)! 
v=O 

2 4-v 

Mjo(s, 3) = "\1 ~ 2(4-v)!(6 - v-a)! Х 
~ ~ (2-v)!(4-v-a)! 
v=O а=О 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

Х <pv (s + 2, Л) !J!a (s + 4, Л) !J!б-v-a (s + 6, ').); Л = Лi (s). (30) 
2 4-V 6-v-a 

Mi 0 (s, 4) = 2: ~ ~ 2(4-v)! (6-v-a}! 
---'--~~--~ х 

(2-v)\(4-v-a)! 
v=O а=О 13= 0 

х (S-v-a-~)l <pv(s + 2, Л)<ра(s + 4, Л)ср13(s + 6, Л) Х 
(6-v-a-~)l 

Х </)8-v- a-13 (s + 8, Л); Л = Лi (s). (31) 

Моменты функции пространственного распределения электронов 
с энергией больше Е определяются соотношением 

00 

J drr2n+I Np(E0 , Е, t, r) 
(r2n)N = о (32) 

00 

J drrNp(E0 ,E,t,r) 
о 

После выqисления соответствующих интегралов находим для слу
чая граничных условий в виде одиночного электрона с энергией Е0 : 

Х --5-М10 (s1n, п) [2:n:(i·.'; (s) t +-1 )j-112 Х 
s1n + 2п s2 

х [2:n:( л; (s1п) t + ~ ln М10 (S1n• п) + 
дsln 

521 



1 

+ )] 2 ехр [(Л.1 (s1п) - Л.1 (s)) t], п = 1, 2, ... , (33} 
(s1n +2п)2 

s - каскадный параметр одномерной теории 

t = - л; ~s) [ ln ;
0 

- + J. (34) 

Параметр s1n есть решение трансценд:ентного уравнения 

---+_а_ ln М10 (s1п , п) + [Л; (s1п) - л; (s)] t = О. 
S1n + 2п дs1п 

(35) 
s 
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