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ДВУХЧАСТИЧНЫЕ СВЯЗАННЫЕ СОСТОЯНИЯ 

В МОДИФИЦИРОВАННОЙ МОДЕЛИ ЛИ 

Для упрощения расчетов проведена модификация модели Ли лутем замены 
ком~1утационных соотношений Ферми для тяжелых частиц на соотношения Бозе. 
Исс.1едованы 1дискретные стационарные состояния в секторах с двумя тяжелыми ча
ст1щю1и и произвольным числом легких частиц. Методом, существенно отличным от 
теории возмущениi1, показано, что в каждом секторе существует .не более одного свя
занного состояния. В []ределе сильной связи уровни энергии разных двухчастичных 
секторов эквидистантны. 

Несмотря на то Ч 'Ю задача о двухча,стичных 1состояниях (рассеяния 
и дискретных) в модели Ли >была поставлена давно ;(1], она до сих пор 
далека от разрешения. В настоящей •Статье \Качественно опре~целяется 
зависимость глубины уровней энергии связанных •состояний двух тяже

.лых частиц (V ,и N) и произвольного числа легких 0-частиц) модели 

Ли от величины связи (Л.6) и дае1'СЯ оценка числа этих уровней с по
мощью модификации модели. 

Обычно при рассмотрении таких .связанных сосrояний в оригиналь
ной мюД~ели Ли {2] пр,ихо.:~:и т,ся вводить ра1ос"!'оя.ние r между ча1стицю1и 
ка,к некоторую произвольную фиксированную величину (например [1, 
3 и 4]). Параметр r при таком подходе является чисто внешним по отно
шению к модели, и возникает естественное желание исключить его из 

рассмотрения. Простейший выход - положить r=O. Однако это невоз
можно, пока V и N - фермионы. Если же С'Читать V и N бозонами и 
положить r=O, то никаких противоречий не возникает, и мы получаем 
простую возможность рассматривать состояния с двумя (а также тре
мя, четырьмя и т. д.) тяжелыми частицами, фиксированными в одной 
точке. (В одночасти,чных •секторах такое изменение коммутаrционных 
соотношений не меняет ни одного уравнения.) Соотве"!'ствующую модель 
назовем модифицированной моделью Ли. Гамильтониан такой ,модели 
овпадает с гамильтонианом обычной модели Ли (2, 5 и 6]: 

+ + + 
Н = mvi'\/ + mNNN + 5 roa (k) а (k) dk + 

+ ++ + + Л0 S и (k)[VNa (k) + 11Na (k) J dk-6mVV, (1) 
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а операторы рождения . (уничтожения) удовлетворяют соотношениям 
ко№мутации Бозе: 

+ + + 
[a(k), a(k')J = 83 (k-k'); [N, NJ = [\-' , VJ = 1 (2) 

(остальные ~<оммутаторы равны нулю); w = ю (k) = Vl + k2
- масса 

в-частицы принята за 1, u(k) - веществеН'ная, монотонно убывающая 
функция обрезания, Ло - неперенормированная константа ·связи и 

2s u
2
dk 8т = -Ло тN+(J)-mv (3) 

постоянная перенор.мировки массы V-ча1стицы (5], V-частица пред·пола
гается стабильной, т. е. 

mv<mN+ 1. (4) 

Наличие интегралов .движения 

+ + + + 
B =VV+NN, Q = -NN + Ja(k)a(k)dk (5} 

позволяет разбить пространство состояний на секторы (5, 6] - .подпро
странства, инвариантные относительно Н, В и Q одновременно. 

Все результаты, полученные ·в однобарионных ·секторах (В= 1) 
обычной модели Ли, автоматичеаки переносятся на те же секторы 
модифицированной ·модели. В работе {7] показано, что в каждом таком 
секторе (B=l, Q - любое) не может ·быть более одного дискретного 

уровня, причем в пределе Л.~-+ ех> этот уровень обязательно сущест
вует. 

В настоящей статье с помощью приближенных методов исследуется 
дискретный спектр гамильтониана (1) в ·секторах с В=2 и произволь
ным Q. Ока'Зывается, что в этих ·секторах удается повторить основные 
результ.аты работы [7]. В.се рассмотрение прово:дится по 11ой же схеме, 
что и в [7]. Уравнение Шредингера 

Н IФ) =ЕIФ) (6) 

в каждом секторе приводит к замкнутой системе инт·егральных урав
нений для волновых функций состояния 1 Ф). Приближенное решение 
этих уравнений ме'Тодом замены ядра на вырожденное приводит к 
характеристическому уравнению для Е. Дискретные состояния выде
ляются •с помощью условия 

(ФIФ)<= 

Сектор VN (8= 2, Q = -1) 

Общий вид состояния в этом секторе 

++ + ++ 
IФ)=(VN+ Jcr(k)dka(k)NN] IO) 

·при подста·ноВ1ке в уравнение (6) приводит 1к ·системе 

mv + mN - Е - 8т + 2Л0 J ucpdk = О, 

(2mN + ю - Е) ер + Л.0u = О . 
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У.сл•овие (7) сводится к ограничению Е <2mи+ 1 на дискретные 
значения Е. (З.на~чеш.ие Е = ·2ти+ 1 я'вляекя порою-м N Nе-ра:ооея~н,ия.) 
При Э 'ЮМ условии из (19) получаем точное характеристическое уравне
ние 

2 s u
2
dk h2 (E)e=!mv + mN-E-8m-2Лo 2mN + w-E = 0. ( 10) 

Это уравнение в1сегда имеет единственный корень Ео. Исследование 
уравнения (10) дает следующую информацию о зависимости Ео от силы 
СВЯtЗИ (.Л.5): 

~<0, 
dЛ2 о 

0

Е0 = mv + тн + 8т +о (Л6), при Л6-. О 

1 im Е0 = Е'О > - оо. 
Л.~->оо 

Е 

о 

Рис. 1 

Примерный вид зависимости Е0 (Л6) показан на рис. 1. Таким образом, 
система (9) приводит ~К единственному состоянию 'С энергией Ео, -кото
рое интерпретируется как ·связанное VN-со1стояние. 

Сектор VV (8=2, Q=O) 

В секторе VV уравнение (16) для состояния 

[ ++ s + ++ 1 s + + ] 1 ) 1 Ф) = VV + q; (k) dka (k) NV + "· 
2 

'Ф (k1 , k2) dk1dk2 а (k1) а (k2) NN О 

( 11) 

приводит к более сложной системе] 

2 (тv - 8т) - Е = - Л0 J uq;dk, 

(mv- 8т + тн + ro1 - Е) q; (k1) = - 2Л0 [и (k1) + V2 S 'Ф (k1 , k2) и (k2) dk2 J, 

( 12) 

Исключая 'l\J, получаем для ер интегральное уравнение 

q; (k) = - 2 Лои (k) [ 1 - л~ r _1:._(~~L<p_(kJ_~_I{_ ] 
h2 (E-w) .J 2mN+w + w -Е ' 

(13) 

гд,е h2(E) - лlе1Вая часть у,раВ!Неil-DИЯ (1 О). Ноtр.м.и1ру~м·ость 1 Ф ) эквива
лентна отсутствию полюсов у q;(k) и приводит к огра~ичению на диск
ретные значения Е: 

( 14) 
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Ео+ 1 - порог рассеяния одной 8-частицы на .связанном VN-состоянии. 
Отметим, что в отличие от ·сектора ра·ссмотренного выше, где порог не

прерывного спектра Е = 12mN+ 1 не зависел от силы связи (Л~), в секто
ре VV (ка.к и во всех fа·ссматриваемых ниже) ~этот порог зависит от 
Л~, поскольку Е0 = Е0 (Ло). 

Для приближенного решения уравнения ( 13) заменим w' .на 1 (см. 
(7, 8]). Хотя такой метод основан на наличии обрезания при достаточно• 
малых энергиях {8], он ·выгодно отличается от теории вовмущений тем~ 

u ~ 2 
что не накладывает ограничении на величину константы связи /\.о, зави-

симость решения от которой нас интересует. После указанной замены 
(w'-+l) уравнение (13) решается эл·ементарно и приводит к харак
терИ~стическому уравнению для дискретных уровней Е в секторе VV: 

2Л~ Т1 (Е) = 1, 

Т1(Е) = sdkT1(k, Е) = s (-2m_N_+_ro_+_1--E- + -2-m_v_2_б_m_--E-) Х 

u2dk x---
h2(E-ro) 

( 15)' 

Функция Т1 (Е) определена для вещественных Е только при усло
вии (14). Исследование уравнения ( 15) приводит ;к следующим резуль
татам. 

1. Уравнение (15) имеет не более одного корня. 
2. При дос1'аточно слабой связи, тачнее ттри 

О< Л2 < - = а (О) [ s a(k)-a(O). u
2
dk ]-1 

0 у a(k)+a(O) a(k) ' 

а (k) = mN + 'w (k) -mv, 

а также в пределе «сильной связи» (Л~ -+оо) •этот корень Е1 обязатель
но •существует, nричем 

lim Е1 = Е'; >-оо. 
'}.. 2-+ОО 
о 

(16) 

3. Во всей области существования корня Е1 монотонно убывает с· 
2 

ростом Ло: 

dE1 <"" О· _3!!1_ 1 = 0 ( 17)• 
d' 2 """' ' 2 2 • ло dЛо Ло=О 

4. При Л~ ~у возможен такой подбор масс (не нарушающий усло
вие .ста'бильности V-частицы (4)), что уравнение (15) не имеет корня. 

Точнее, если перейти к пределу Л~-+ +О, а(О)-++0 (так, чтобы нера-
2 -

венство Ло>У -сохранялось), то условие (14) нарушается. Таким обра-
зом дискретное VV-состояние переходит ·в непрерывный спектр. Точное· 

значение Л~, пр·и ·которо·м ето происходит, можно определить, реш ая си
стему 
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2Л~Т1 (Е) = 1, 

h2 (E-1) =О. (18) 



Поскольку в пределе Л~-+ оо корень Е 1 существует, то при доста
точно больших Л~ VV-состояние должно опять переходить в дискретный 
С'пектр, и зна'Чит система (16) имеет по крайней мере два решения: 

Л~ = У1 и У2 >О. · 
Следует иметь в виду, что такое аномальное поведение дискретно-

го 'Состояния с ростом Л~ им·еет место, лишь когда а (О) = mN+ 1-
-mv >0 достаточно мало (масса V-ча«:тицы близка к порогу N8-pac-

Е 
[ -

Ei 
• . а (о)<</ 

о 
о 

Рис. 2 Рис. 3 

сеяния), т. ·е. может считаться исключительным случаем. При доста
точно больших а(О) ~аи1стема (18) IН€ р,ав,р,еш1има, и е..п;ин1стве.н1НО'е дис: 

кретное VV-состонние существует при в:сех Л~ > О. Примерный график 
2 

завис·имости Е 1 от Ло для двух качественно ра1Зличных случа·ев приве-
ден на рис. 2, 3. 

Сектор (VN+ n6) (В=2, Q= n-1) 

В этом секторе произвольное состояние имеет вид 

1 
Ф) = _

1
_ (• f (k1, ... , kп-1) dk1 ... dkп-1 ~ (k1) ... ! (kп-1) vt 1 О ) + 

У(п-1)! J 
1 s + + ++1 ) +-=:: <р (k1, ... , kn) dk1 ... dk" а (k1) ... а (k,,) VN О + 

Vп1 

1 ~· + + ++1 + __ 'Ф (k1, ... , kп+1) dk1 ... dkп+1 а (k1) ... а (kп+ 1) NN О ). 
f"(п+ !)! 

Вводя сокращенную запись для волновых функций 

f (k1, · · ·, kп-1) = f п-1 = f' 
f (k1, · · · • ki-1• k;+1 • · · · • kn) = f n-1,t = f 1• 

(19) 

(20) 

(для ер и 'Ф аналогично), систему интегральных уравнений, к которой 
приводит уравнение (6), можно записать в виде 

fУп-1-2 (тv-бт)] f = Л0 Vn J cpundkn, 
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п 

{Уп - тн - (тv-бт)] <р = 21..~ ~ f7 ui + 2Л.0 V п + 1 S 'l/JUп+1 dkп+1, 
Yn i=I 

п+I 

[Уп+1-2тN]'Ф = ~ ~ <p7ui, 
Vп+1 1= 1 

ui = и (kJ; ffii = си (ki) = V 1 + k~ ; 

Исключив f ·и 'ljJ, получим ура·внение для <pn: 

(21) 

(22) 
i=I 

(23) 

Чтобы решить приближенно это уравнение, заменим ffin+t на 1, 
тогда получим 

п 

<J!n = 2Л.~ ~(----- + l ) <рп-1,ТЩ 
- 2тN+1-Уп 2(ту-бт)-Уп -Wi -~у-,;)' 
i=\ 

(24) 

Интегрируя это уравнение по kn ·С весом Un, находим уравнение 
ДЛЯ (j)n-1: 

п-1 

<JJп-l = 2Л.5 ~ S (-2-m_N_+_l--Y-n-+ 2(ту-бт)-~i-(Уп-1-1)] Х 
i=I 

<р ..,. UjUпdkп 
Х ____ п-_1_,_, -----

h2 (Уп) [1 - 21..~ Т1 (Уп-1)] 
(25) 

к которому можно вновь применить описанную выше процедуру. Про
делав ее п раз, получим выражение для <pn: 

2 n~-i ( 1 1 ) 
<рп-j = 2Ла Ui<J!п . 1 ..,.. + Х 

. -/- '
1 2mv + 1- (Yп-j-j) 2(my-бm)-Wi-(Yп-j-j) 

1=1 

(j = О, 1, ... , п - 1; ср0 = coпst) и характеристическое уравнение 

2Л.~Т11 (у(/) = 1, Уо = Е, 
где функции Tj (у) задаются рекуррентной формулой 

Т; (у) = s Т; (k, у) dk = s 
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Условие (9) приводит к ограничению на энер~rию дискретного {:0-

стояния в секторе (VN +пе): 

Е11 < min{E0 + п, Е1 + п-1, ... , Еп-1 + 1}, (29) 

где Ео, Е1, ... , Еп-1 - энергии диск.ретных состояний в низших секто
рах ( V N), ( VV), ... , ( VN + (п-1) 8) соответственно. Используя ~соотно
шенИ'я (28), м1ож1но дока'Заrгь ед1и:нствеJнность р·ешеНJия Еп (27), а также 

• 1 2 
следующие его своиства: в пределе ло-+ оо решение в·сегда сущест-

вует, причем lim Е11 = Е'; >- оо; для всех п~2 в пределе Л.% ~О 
1. 2-+оо 
о 

2 
решение отсут-ствует, т. е. при достаточно малых Л.о дискретные состоя-
ния в высших секторах исчезают. 

Условие (29) приводит к ,следующему соотношению между уровня-

ми Еп в пределе ·сильной связи (Л6 ~ оо): 

Е';: <Е';:_1 +1. (30) 

Если в уравнении (27) при вычwслении интегралов воспользовать
ся приближенной формулой 

S f (k) · и2 (k) dk =::::; f (О) J и2 (k) dk, (31) 

то (с той же точностью, что и формула (31)) можно получить оценку 
для Е';:: 

Е';: = 2mv- 1 + (2mv-1-2mN)n. .(32) 

Таким образом, в пределе сильной связи (Лg-+оо) дискретные уров · 
ни в рассматриваемых секторах эквидистантны; взаимное расположе

ние их зависит от зна,ка величины b=2mN-1-2mv. 
Подводя итог, можно сказать, что в каждом двухчастичном секторе 

модифицированной модели Ли может быть не более одного дискретного 
состояния. В высших секторах ( Q > 1) это состояние существует только 
при достаточно сильной связи. 

В заключение заметим, что в связи с возможностью построения 
унитарной S-матрицы [9] особый интерес представляет иссл.едование 

дискретных состояний при Лg<О, которое предполагается провести в по
следствии. 
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