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ПРИНЦИП СИММЕТРИИ ·В КВАНТОВОЙ МЕХАНИКЕ 

Рассматривается система тождественных частиц. Исследуются условия, nри ко
"ТОрых при:v~енение принципа симметрии для такой системы не обязательно. Показы
вается, что, например, кристалл можно с хорошим приближением описывать несим
:11етрнзованной мультиплика-гивноl1 волновой функцией . 

§ 1. Тождественность и симметрия 

Будем рас.сматривать систему N одинаковых частиц с координа
тами х= {х1 ... xN}. Состояние си1Стемы описывается функцией 'Ф (х). 
Говорят, что частицы тождественны, если ·не меняются вероятностные 
свойства вектора <:остояния при перестановке координат любых двух 
частиц: 

( 1) 

Выражение ( 1) суть математическая запись тождественности ча1стиц. 
Под принципом симметрии понимается следующее : функции со

стояния тождест.венных частиц обязательно либо симметричны, либо 
антисимметричны: 

?'ljJ = +'ljJ. (2) 

Ра<:простра·нено убеждение, что принцип симметрии (2) является 
сле.:~. с'Гвием тождественности ( 1). Это утверждение встречается во мно
гих учебниках по квантовой механике. Стандартное рассуждение при 
этом следующее: положи:v~, ?'ljJ= c'ljJ тогда из (1 ) вытекает, что c=+l, 
откуда получается (2). 

Оши'бка в подобном доказательстве за·ключается в том, что неявно 
считает~ся с= const. А это ниоткуда не следует. Вообще, с может 'быть 
и функцией коорди·нат х, в которые включены и спиновые координаты. 
Тогда ( 1) дает лишь 1с1=1. Но переход к (2} отсюда неправомерен. 
На самом деле [1 ] принцип симметрии прещставляет собой дополни
тельный постулат и не является необходимым свойством частиц, выте
кающн:v~ из квантовомеханического понятия тожде<:твенности. Невер
ность вывода о том, что ( 1) влечет за собой (2), -м ожет быть продемон
стрирована на контрпримере [2]. Построим функцию 

'Ф' (х1 . .. XN) = 'Фв (х1 . .• XN) П'sgn (х; - Х;), (3) 
i<i 
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где 'Фв(Х1 ... xN) - полностью симметричная функция sgn(x) - алге
браический sgn ( ± 1) от х, а штрих в произведении означает, что не
которые из N(N-1)/2 пар i<j опущены . Нетрудно заметить, что (3) 
удовлетворяет ( 1), однако не удовлетворяет условию (2). Очевидно, 
для выполнения принципа симметрии кроме тождестве·нности ча·стиц 

на функцию 'Ф надо наложить еще какие-то требования . Чтобы иметь 
возможность строго сформулировать эти ограничения, введем некото

рые определения . 

Обозначим через Се конфигурационное пространство всех х, на 
которых задана 'Ф (х): 

се = {х: 'Ф (х)}; (4) 

через Со ·конфигурационное пространство тех х, при которых 'Ф (х) =0: 

С0 = {х: 1Р(х) = О} ; (5) 

через С - разность конфиrурационных простра·нств (4) и (5), которую 
разложим в сумму подпространсгв, неприводимых относительно пере

становочного ~-оператора: 

С = С г - С0 = И cv. (6) 
v 

Если подпространство cv несвязно в геометрическом смысле, то 
его связные области в результате дей~ствия оператора перестановки ~ 
перемещаются целиком ·Одно в другое, т. е. все они являются переста

но.воч·ными образами друг друга и конгруэнтны. При этом само · cv 
должно ·быть инвариантным относительно ~: · 

~х Е cv, х Е cv. (7) 

Определим также функцию 

{'Ф(х); х Е c v 
'Ф" (х) = О; х ~ cv. 

Можно показать [3], что .справедлива следующая теорема. 

(8) 

Теорем а 1. Предположим, функция 'l\J, непрерывная в N-частич
ном конфигурационном пространстве С, •принадлежит вектор·ному про
стра1нству Н, од1новрем~ен1н·о <: ~ 'Ф и 2'\jJ, если 2 - произвольная дина
мическая переменная 

1\JE Н; ~1\J E Н, 2'ФЕ Н, (9) 

существует по крайней мере одна физическая наблюдаемая, связы
вающая каждую пару непри>водимых к·омпонентов С: 

( 10) 

(несмотря на то что 'Фv (х) =0 при хЕСµ). Тогда из тождест.венности 
частиц (1) вытекает •принцип .симметрии 1(2). 

Такю1 образом, если неприводимые подпространства С не связаны 
между собой никаким подходящим физическим процессом в у:казанном 
выше смысле, то принцип симметрии строго выполняется лишь для 

частиц, ассоциируемых каждому отдельному подпространству, и не 

обя затель·но выполняется для частиц, находящихся в различных непри 
водимых подпространствах. 

Например, имеются две потенциальные ямы, разделенные барьером 
конечной ширины, но бесконечной •высоты. 1В каждой из ям находится 
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одна частица. Последние совершенно между собой одинако.вы. Внутрь 
указанного барьера ча•стицы 'Проникнуть не в .состоянии, поэтому с(] 
здесь - это совокупнаеть 'Координат обеих частиц, из которых по край
ней мере одна принадлежит области •барьера. Очевидно, поменяться 
местами ча,стицы никоим образом не мотут. Значит, ~конфигурационное 
пространство С, определяемое ·согласно (6), состоит из суммы двух не
связных подпространств С=С1 +С2• Подпространство С 1 ~ (аналогично 
С2 ) есть просто та область, где может находитЬ'ся одна частица, услов
но названная ·первой. Частицы, вообще говоря, могут и 1взаимодей ст.во
вать между собой, но важно, чтобы не существовало динамической пе
ременной, удовлетворяющей ·(10) для µ, v= 1, 2. 

В этом случае из теоремы 1 следует, что волновые функции таких 
частиц симметризовать не нужно. ,Вот если бы в подпростраНJСт.вах С' и 
С2 находилось по несколь'Ку частиц одною сорта, тогда •внутри С1 , как 
и внутри С2 , все фу~нкции должны быть ~симметризованы. Однако для 
любых двух частиц, заключенных в разных подпростра·нствах (одна в. 
С 1 , другая •в С2) принцип симметрии не является нео·бходимым. Этот 
результат ·совпадает с интуитивным убеждением, что волновую функцию 
для идентичных, но простра1Нственно разделенных частиц .симметризо

вать не надо. Но 'было неясно, чтr0 математически понимается под 'про
странственной разделенностью. Теперь же ранее не~строгое высказыва
ние приобрело корреК1шую формулировку. 

§ 2. Влияние малых возмущений 

В ·предыдущем параграфе установлено, что когда для еистемы N 
тождественных частиц конфигурационное nространство С ра~злагается 
на тюдпростраж:тва, неприводимые относительно перестановок t? и не 
с.вяза1нные между собой в ·смысле ( 10), то .состояние такой системы 
можно дефинировать с помощью функции 'Фпо, которая не является 
симметризованной 1 (симметричной или аf!тисимметричной) по всем час
тицам. Она либо симметризована по некоторым группам частиц, при
надлежащим одному и тому же неприводимому подпростра1Нству, либо 
н1е 1СИМ1М'е11Р1изо~ва1н·а .в-оное, е.сли в кажд:ом ·Подп,ростра1нств-е за.ключена 

лiИШь r0д·на частшц.а. З·наче.ние 'Фпо IОП!Ределяекя, .нап·р1имер, гам1ильrон1иа
ном f'fto как частное решение ураВ1нения: 

( f'fto - i/i ~ ) 'Фпо = О · ( 11) 

Отсутствие с.вязи ( 1 О) эквивалентно тому, что для любой динамической 
наблюдаемой .;t (х) 

( 12) 

Одна.ко ь реальных случаях условие (12) чаще 1всего или не'верно, или 
выполняется при'ближенно. Но тогда по теореме 1 рассматриваемая 
система частиц должна описываться совершенно другой, симметризо
ванной по в·сем аргументам, функцией 'l\Js, задаваемой новым гамильто
нианом fft; 

( Jt - in ft )'Ps = О. ( 13) 

Интересно исследовать задачу, когда условие ( 12) справедливо 
лишь .в некотором приближении, а r1менно, .когда fft представляет сdбоИ 
слабо 'Возмущенный гамильтониаv fft о 
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(14) 

(Л/ft' мало по сра1внению с Жо). Если пренебречь ЛЖ', то придем к 
уравнению ( 11) с ·несимметризова1Нной волновой функцией 'Фпо- .В каче
стве среднего для оператора Х ·будем иметь ('Фпоi Х l'Фп0 ) . Если же учи
тывать добавку 1'),,{Jt', .сколь-бы мала она ни была, то получим 1принци
пиально другое уравнение ( 13) с полностью симметризованной функ
цией 'Ф s . Среднее значение для Х будет ('Фs 1 Х l 'Фs) Проверим, не приво
дит ли малое возмущение указанного типа ·к большому отличию 
( 'Фs J .ft l 'Фs) О! ( 'Фпо J X 1 'Фпо) · 

Теорема 2. Если 'Фпо удовлетsоряет уславиям (9) и (12), то 

( 15) 

До к а 1з ат ел ь ст •в о. Поскольку дополнительный член Л{}t' в 
гамильтониане (14) мал, естественно прещставить решение уравнения 
( 13) по теории возмущений в виде 

( 16) 

Здесь 'Фsо - полное решение уравнения ( 11), в то время :как 'Фпо (как 
указывалось выше) есть лишь его частное решение. Функция 'Фsо долж
на быть симметризаванной, потому что гамилыониан ;Jt по усло,вию 
·( 13) симметричен относительно перестановок входящих 'В вето коорди
нат. Последнее справедливо, так как обычно ·полагае"Гся, что сущест
вует взаимно однозначное соответствие между гамильтонианом и реше

нием, которое он определяет. Очевидно, при не·прерывtном переходе Л-+0 
симетричный оператор ;Jt перейдет в симметричный же ;Jt о. Полное ре
шение уравнения ( 11) представляет собой линейную суперпозицию его 
частных решений, обладающих формой 'Фпо: 

( 17) 
v 

где ~v- оператор перестанов·ки, которая имеет ·порядок v. Причем пе
реста·вляются только несимметризованные .координаты. 

В ( 17), так же как и в ( 12), индекс v в отличие 'от § 1 относится 
не ·к одному н.еприводимому конфигурационному подпространству, а к 

.их совокупности, на ~оторой определена 'Ф~о что не ме-няет существа 
дела. Заметим, что в о'бласти определения 'Ф~о мотут быть и одноча1стич
ные н~приводимые подпространства . .Ясно, что для них инвариантность 
{7) выполняется относительно ~=1. Из принципа симметрии для .(17) 
след..ует, что коэффициенты ev тождественно равны (N!)-'/• в случае 
статистики Бозе - Эйнштейна и ра'Вны (N!)-''•(- l)v случае статистики 
Ферми - Дирака. Вычисляем на основании (17) ~среднее значение от 
оператора .:ti 

('/'s \ .ft 1 'Фs) = 1: 8~ Ev ('Ф~о 1 21 '/'~о) + 
µv 

(18) 

Пока, несмоТ'ря ·на малость Л, ничего нельзя сказать, насколько 
<'Фs 1Х1 'Фs) отличается от ('Фпо l .:t l 'Фп0). Но с помощью у.словия ( 12) 
первый член правой части (18) приводится :к виду 

~ 1 Ev\2 
( ~v'Фпо 1Х1 ~v'Фг.0). Для 'Фs, 'i'so, 'Фs' условие ( 12), воо'бще говоря, 

v 
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не соблюдае'f\СЯ. По предположению 'Фnо удовлетворяет у.словиям (9). 
Тогда ?v'Фп0 принадлежит пространству Н, тому же, что и 'Фnо· Причем 
?v'Фпо отличается от первоначальной 1\Jno только расположением аргу
ментов х. В таком случае 

(19) 

так как переобозначение •переменных интегрирова·ния на результат не 
влияет. Учитывая, что Н - ·векто·рное 'Пространство (.стало быть линей· 
ное), •что .::t - физическая наблюдаемая, (т. е. по определению эрмитов 
оператор) и что, кром·е того, .:i1\Jno Е Н, ·с помощью простых алге
браических операций из ( 19) получим: 

(20} 

где 1\11, 1\12 - любые ~функции, принадлежащие Н, а [.:i, ?] - коммута
rор. Вспоминая, что 1f:v1 2 = l/N!, исполызуя ('20), первое слагаемое .в 
равенстве (18) преdбразуем ·в СФпо l .:i 1 'Фпо). Второе же .слагаемое в 
правой ча~сти (18) стремиl'Ся к нулю при Л.-+0. Утверждение 1(15) ·нами 
доказано. 

Значит, в •случае малых возмущений у.казанного типа для прибли
женного описания системы тождественных частиц можно 'Пользоваться 

несимметризованными волновыми функциями. 

§ 3. Несимметризованное приближение кристалла 

Разберем конкретный пример системы тождест.венных 'Частиц, обра
зующих кристалл. Под кристаллом будем понимать .систему, ко11орой 
сопоставляе11ся тамильтониан 

N р? /'! 
f'ft = 1: 2~ + ~Ф(lx;-xil); 

i=I i<i 

(21) 

взаимодействие между частицами таково, что результирующая потен

циальная внергия одной частицы имеет минимум в фик.си рован·ной точ
к~ пространства, называемой узлом: 

Каждая частица незначительно удаляется от своего узла, так что: 

1 Х; - а; 1« min1 а; - a t+ 1 1; i = 1 ... N, 

(22) 

(23) 

где ан1 - узел, соседний с щ-тым. Посмотрим, допустимо ли описы
вать 'Подобную совокупность частиц носимметризованной волновой 
функцией. 

Теорем а 3. Для кристалла справедливо приближенное несим
метритзованное описание, использующее мультипликативную волновую 

функцию: 

N 

'Фп = П 1\Jt (х.) · (24) 
i= I 

До к аз ат ель ст в о. Пользуясь неравенством (23) rпопробуем 
представить гамильтониан (21) в виде, аналоги'Чном ( 14). Для этого. 
ограничиваясь гармоническим приближением, разложим в ряд Тейлора 
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потенциальную энергию •взаимодействия одной частицы по Xi sблизи: 
ai, получим 

N l N !: Ф ( 1 х, - xi 1 ) ~ 
2 
~ ( 1 - бu) Ф ( 1 ai - xi 1 ) + 

i<i ij 

+ ~ Е ± (1 - б,i) д2Ф ( 1 ~-tlXj1) (xf- af)(~ - а~). (25) 
ij af\ даi даi 

Потом, поменяв местами немые ·индексы i и j в пер·во·м слагаемом (25), 
проделаем еще раз такое же разложение: 

N N 

!: (1- бii) Ф ( 1 xi - ai 1),....., !: (1- бii) Ф ( 1 ai - ai\) + 
i=l j=l 

N 3 

+ ~ :Е :Е ( 1 - бii) д2Ф ( 1 ~~ai 1 ) (xf - af) (х~ - а~) . 
j=l~ д~~i 

(26) 

Через xf обоз~наrче~на п,рое.кция i131е:К'Тора• xi на од:ну шз 1ооей де.ка.р
товых координат; а, ~= 1, 2, 3. Второе ·слагаемое в 1(25) разложим по 
X j вблизи ai. Введя dбозначение 

PZ 
fft . (х.) = - + 

' ' 2m 

1 .;, [ ~ д2Ф ( J ai - Щ 1 ) а а tl tl ] +- "'"' (1-бu) Ф( \ai-ail) + ~ а t1 (xi -ai)(xi-ai) , 
2 i=I af\ даi даi 

(27) 

приходим к выводу, что в гармоническом приближении кристалл пред
ставляется как ансам'бль N независимых гармонических осцилляторов 

N 

ffto = ~ ffti (xJ . (28} 
i=l 

При этом конфигурационное пространство С распадается на 
сумму одночастичных подпространств Ci, которые согласно (23) 
не пересекают.ся между собой, значит являются 1нес•вя1з·ными. Оставшая
ся часть гамильтониана fft-ffto играет роль 1/..fft'. При Шо из (28) урав
нение ( 11) дает ча,стное решение: 

N 

'Фпо = П 'Ф~о (xi) · (29) 
i=l 

Каждая 'Ф~о задана лишь на Ci, но доопределяется относительно Ci 
на все С так же, как и 'Ф" относительно С" в (8). Непосредственным 
вычислением нетрудно у'бедитыся, что все обычные динамические •пере
менные 2 удовлетворяют при функции (29) соотношению (12). Однако 
последнее •высказывание :все-таки ~суть пред,положешие, отра1Iичи·вающее 

возможный вид операторов 2 . .Стало быть, его надо включить в у•сло
вие теоремы. Будем полагать, что указанное предположение :подразу
мевается, когда мы говорим о приближенном описании кри~сталла . 
В таком сл учае нолновая функция (29) по теореме 2 приводит к приб -
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лизительно верному описанию кристалла ·в смысле исти'Н1ности средних 

значений Nno 121 'Фпо)· Чтобы по.вЬ!lсить точность, можно для уравнения 
типа (11), но с гамильтонианом (21) искать решение 1в виде (24) и 
рассчитывать средние по формуле ('Фп J 21 'Фп). ВышесказаН1ное очевидно, 
так как при Л-+0 1мы ;получаем гармоническое приближение и 'Фп~'Фпо, 
поэтому и 

(30) 

Итак, для приближенного исследования .свойств кристалла удобно 
пользоваться несимметризованной мультипликативной волновой функ
цией. В классИ'ческом случае это адекватно использованию шесиммет
ризованых мультипликативных функций распределения, так -как это 
было <Сделано в (4], результаты которой ·близки с 'Вычисленными на 
основе 1СИ1мметрwзованных функций распределения (5}. 

Автор благода'рен проф. Я. П. Терлецкому за предложенную тему 
настоящей работы. 
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