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ВЫЧИСЛЕНИЕ ФЛУКТУАЦИЙ 

В АДИАБАТИЧЕСКИ ИЗОЛИРОВАННЫХ СИСТЕМАХ 

Методом ансамблей Гиббса получена точная формула для вычисления флуктуа­
ций в системах, описываемых классическим микроканоническим распределением. Рас­
смотрены флуктуации в гравитирующем газе. 

Статистический подход, основанный на м.етод·е Гиббса, есть наибо­
лее последовательный подход к проблеме флуктуаций [l]. Термодина­
мическая теория флуктуаций ограничивается рассмотрением лишь ма­
лых флуктуаций и приближенных соотношений. С помощью метода 
Гиббса получены точные формулы для флуктуаций термодинамических 
величин в сис'!'емах, описываемых каноническим распределением 

[2 и 3]. Но для микроканонического распределения аналогичные. вы­
числения не проводились. 

В случае системы в термостате флуктуации, как известно, вычис­
ляются следующим образом. 

Пусть гамильтониан системы есть Н (х, а), где а - вн.ешние пара­
метры . В случае канонического распредел·ения, дифференцируя по а 
выражение для среднего значения динамической величины и(х, а), 
можно получать соотношение [2], названное Я. П. Терлецким леммой 
Гиббса: 

дu - ди = __ I (u-u) ( дН/ - дН ·)· 
да да 8 да да 

(l) 

При ~помощи ле·:v~мы Г.й~ббса •мож,но наход.ить ~фл1у.кт:уац,ии и 1ко1р:ре­
ляции ,различных величин . Пусть Q1i (х) - обобщенные координаты 
сис'!'емы (объем, индукция, число частиц ·и т. п.) и пусть в направл·ении 
этих обобщенных координат д:ействуют соотв.етствующие им постоянные 
силы а,1. (давление, напряженность поля, химический пот•енциал), так 
что для гамильтониана сис1'емы можно написать 

от ку да следует 

Н(х, а) = Н0 (х) + L akQk(x), 
k 

(2} 

(3} 
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Тогда, используя лемму Г·иббса, можно получить известные выра­
жен ия для корреляции произвольной динамич·еской величины и (х) и 
обобщенной координаты Q11. (х): 

(и-u) (Qk-Qk) = -6 ( ::k - ::k). 
Если положить и (х) = Qk (х), то 

(Qk-Qk)2 = -6 ~: ; 

т . е. J.ЛЯ того, чтобы .выч•ислить флу~ктуации обобщенной 1коо.рдинаты, 
J.ЮС'rатоЧ1нt0 з.нать завиоимость •с,ред~него Э1'ОЙ Qбобщенной коорди.наты от 
обобщенной силы. Наприм€р, если положить Q11.= V, то а11.=р, и для. 
флуктуаций объ·ема мы имеем 

(v -·v)2 = - 6 av . 
• др 

(4) 

Аналогичным образом вычислим флуктуации в адиабатически 
изолированной систеие, когда энергия системы Е сохраня€тся. Такая 
система описыва•ется микроканоническим распределением 

w(x,a)= 
1 б[Е-Н .(х,а)J, 

Q (Е, а) 

где Q (Е, а) находится из условия нормировки: 

Q (Е, а)= S б [Е-Н (х, a)J dX. 
(х) 

Среднее динамической величины и (х, а) определяется, как обычно: 

u(E, а)= 1 Sи(х, а)б(Е-Н(х, a)Jdx. 
l Q (Е, а) 

(5) 

(х) 

Чтобы найти термодинамические величины в адиабатич-ески изоли­
рованной сис'Геме, надо знать фазовый объем системы Г (Е, а): 

Г (Е, а)= S dx. 
Н(х,а)~Е 

Тогда, как известно, энтропия системы S выражается через Г: 

S = klnГ, 

а другие термодинамические величины находятся из энтропии: 

1 

т 
- дS _Е_ = ~ и т . д 

дЕ ' Т дV . 
(6) 

Для дальнейших вычислений понадобятся следующие формулы 
,::;:,ифференцирования: 

если Ф (Е, а) = J ер (х) dx, то 
Н(х,а)<Е 

дФ s - = ер (х) б [Е -Н (х, a)J dx, 
дЕ 

(х) -
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-= - ср(х) -8[Е-Н(х, a)Jdx. дФ s дН 
да да 

(8) 
[ (х) 

Соотношение (7) выводится в книге Хинчина [ 4], соотношение (8) 
получается аналогично. 

Ф.1у1Ктуац.ии 1в а:диа1батич·еск.и 1изоли,роваН1Ных 1с1<1<сrемах бу.цем .искать 
аналогично тому, как это делалось в случае канонического распр•еделе­

ния. Дифференцируя выражение для й(Е, а) по параметру а, найдем 
обобщение леммы Гиббса на случай микроканонического распределе­
ния, а зат.ем из леммы Г·иббса получим выражение для флуктуаций. 

Диффер·енцируя (5) по параметру а и учитывая (7)' получим 

аи i дQ - i а 

--аа=-1Гааи + 1Г--аг 
_а_ r и (х, а) dx. 

' да J 
• Н(х,а) ,;;;;, Е 

(9) 

Из равенства 

д дГ д дГ 

учитывая (5), (7) и (8), получим: 

~ = _ _ a_ (g _ан_ )· 
да дЕ да 

(10) 

Подставим (10) в (~) и, преобразуя второе слагаемое в (9) по форму­
ле (8), найдем лемму Гиббса в случае микроканонического распределения: 

дu ди 1 - д ( дН ) 1 д ( дН ) 
да-аа = 1Ги-аЕ Qaa -1rаг Quaa · ( 11) 

Перепишем лемму Гиббса в виде, удобном для изучения флуктуаций: 

аи аи i а [ - ( ан ан ) ] аи ан 
да -aa=-gifE Q(u-u) да-да - дЕ аа· (12) 

. . 
Так ж·е, как и в случае канонич·еского распределения, положим, 

что и есть 01бобщ~нная .коо:рд1и1ната Q (х), и а--;- обобщеНJная ~енл·а, 
д·ействующая в направлении обобщенной координаты Q. Тогда, учиты­
вая (3), получим 

д 2 [дQ -дQ -] 
arfQ(Q-Q~ 1 = -Q да + Q ar . (13) 

Таким ·образом, в отличие от канонического случая, для вычисл е­
ния флуктуаций в -случае микроканонического распределения недоста-

точно З•На'Ть з ависимость Q (а). 1В Э'ТОМ ·сл1учае надо знать .выражение 
для Q (Е, а), т. е. надо знать фазовый объем ·системы Г (Е, а). 

Рассмотрим флуктуации объема системы, если система есть иде­
альный газ. Объем V п_римем за обобщенную координату, тогда обоб­
щенной силой будет давление р. Из (13) получ·им 

а [ aV - av ] дE-[Q(V- i')2J = -Q ар + V дЕ . (14) 
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Для идеального газа фазовый объем известен: 

ЗN 
ЗN 

л: 2 
г (Е) = _(_З_N __ )_ Е 2 VN. 

г -2- + 1 

Из (6) найдем уравнение состояния 

PV = _!_Е 
3 ' 

(15) 

( 16)-

тогда из (14) получим дифференциальное уравнение относительно (V - V)2 : 

д Q ~ 
дЕ [Q(V - V)2] = 2 В-, 

решая которое, найдем флуктуации объема: 

( 
V-V ) 2 

1 
\7 = ЗN-2° 

Таким образом, как и в случае канонического распределения, 

, f ( v ;-v )2 
1 V ~ YN при N-+-oo. 

Прииеним соотношение (14) к более сложной си стеме. В р а боте­
[5] рассматривались флуктуации гравитирующего газа в предположе­
нии, что газ находится в равнQвесии с термостатом . Потенци ал ьная: 
энергия газа брал ась прибл·иженно равной: 

' m2N2 
И = -ау ,1 , v • 

где N - число част.иц в системе, т - масса частицы, V - объем си­
стемы, у - гравит-ационная постоянная, а - числовой множител ь по­
рядка единицы, зависящий от геометрического распредел·ения м асс . 

Это приближение соответствует случаю постоянной плотнос-ги и. 
применялось для исследования систем, размеры которых порядkа раз­

мера Галакт.ики [6, 7]. 
Тогда, учитывая, что давление Р равняется 

Р= N0 ' -~ 
V дV ' 

из ( 4) найдем выражение для флуктуаций объема: 

( 
V - V ) 

2 
1 [ 4 т2 ]-1 _ = - 1 - - а,у-- N • v N g ev•1, ( 18}; 

Отсюда следует, что для систем галактических размеров вероят­
ность больших .флуктуаций не становится исчезающе м алой пр и N-+-oo, 
а, наоборот, может прибл·ижаться к единице. Хотя полученная формула 
является грубо оценочной, она позволяет сделать качественный вывод 
о возможности относительно больших флуктуаций при достаточно боль­
ших размерах системы. 
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Существенным недостатком полученного вырю~ения для флуктуа­
ций, в гравитирующем газе является то, что оно получено в предполо­

жении, что газ находится в равновесии с термостатом. Более реален 
случай ! адиабатически ·изолированной системы гравитирующих частиц. 
В приближении (17) легко найти фазовый объем такой системы: 

ЗN 
ЗN 

:п: 2 
Г(Е) = ----- ~(E-U) 2, VN, 

г ( 3~ + 1) 
откуда, используя (6), найдем уравнение состояния: 

PV = ~ Е + .5!!'1_ mz№ 
3 3 v'/з 

(19}' 

Используя (14) и учитывая, что Е<О, найд•ем флуктуации объема;. 

ЗN -l 

( V; V ) 2 = - ----ЗN ___ l_ r ----'(~E_-_U~)2_2 __ dE. 

2 (Е_- И) 2 J Е - -3 И 
(21) 

2 
При Е-+ - И для флуктуации объема адиабатически изолированной 

3 
системы гравитирующего газа можно написать 

( v-v )2 
( 2 ~ :::=-ln Е-ЗИ} (22) 

Чтобы сравнить со случа.ем гравитирующего газа, 
в равновесии с термостатом, перепишем ( 18) в виде 

находящегося 

( 
v-v )2 

= _1 г 1 + _2_ и ]-1 
v N L 3 E-U • 

1 
откуда легко найти, что при Е-+ -- И 

3 

( 
v;v )2 

:::= __ и_1 _ 

E--U 
3 

(23) 

Таким образом, для адиабатически изолированного газа получи­
дось другое значение энергии, при которой возникают liольшие флук­
туации, и другой закон возрастания флуктуаций, но пrодтвердился ка­
чественный вывод о возможности больших флуктуаций в больших 
системах. 

В заключение автор выражает блатодарность проф. Я. П. Терлец­
ко1v1 у за поставленную тему и постоянное внимание к работ·е. 
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