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ОДНОРОДНО Е И ЗОТРОПНОЕ БРОУНОВСКОЕ ДВИЖЕНИ Е 

В Л ИНЕЙНО-КУБИЧ ЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ 

Найдены коэффициенты кинетического уравнения для броуновской частицы в ли
нейно-кубическом приближении в предположении изотропности. Показано, что в дан
ном случае феноменологическое релаксационное уравнение оставляет неопределенными 
два параметра, которые должны быть определены дополнительно. 

Классическая теория броуновского движения [1, 2] позволяет, ка1< 
известно, вычислять коэффициент диффузии, выражая его через такой 
диссипационный параметр, как коэффициент вязкого трения. Этот 
важный результат относится к линейной неквантовой флуктуационно
диссипационной термодинамике. В ряде последующих работ (напри
м·ер, [3]) . по броуновскому движению рассматривается диффузионный 
п1роцеое.с в фазо.вом про.сТ1ра1Нстве. В 1ни.х также записыва1е1'ся ~у1р1апз.нвние 
Фокк·ера-Планка, но в пространстве большего числа измерений. Чтобы 
найти ве.,1ичину диффузионного коэффициента (в пространстве скорос
-тей), в них также приходится использовать сооrnошения, относящиеся 
к линейной iфЛ')'IКтуаI..LИО.ННО-дiНIОСИП·аЦИЮ'ННОЙ тер·МОдJИ1Нам.и1ке . 

Поэтому все исследования броуновского движения, основанные на 
уравнении Эйнштейна-Фоккера-Планка, можно назвать теорией 
броуновского движения в линейном приближении. 

Однако уравнение Больцма1на, в котором члены ·СО второй (·и час
тично с первой) производной заменяются интегралом соударений [4], 
выходит за рамки указанного приближения . В сл1едствие сложного видя 
ин-геnра.пьною члrена у.рав.нен.ие 1Б·ольц·мана зат.ру.д1ниrель11ю 1пр.и1м1енять 
для 1ра1счета броуновскоrо ..:~,виж€!Ния, да ·в этом ,и 1нет осабой 1необХ<щи
мости, поскольку условие относительно большой в-еличины частицы по
зволяет упростить это уравнение. Крайняя степень этого упрощения и 
есть упомянутое уравнение линейного приближения. 

Представляет интерес иссл·едовать Н·есколько менее упрощенное, 
чем уравнение Эйнштейна-Фоккера-Планка, но бол·е.е точное урав
нение линейно-квадратично-кубического приближения. Поясним его 
подробнее. 

Нач•нем с уравнения Больцмана, которое, если применить извест
ное [5] представление интегрального члена в виде ряда дифференци
альных, им·еет вил 
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00 

w= _-;vxw+ ~ 
S=I 

(- J)S 

s! 
[Ка, .. а 5 (v) w] (1) 

(ведется суммирование по дважды встречающимся индексам) . Здесь 

..... . . 1 ..... 
Ка, ... а (v) = 11m-M[Лva, ... Лvа /v ] (2)1 

s Лl->0 Лt s 

кинетичес1<ие коэффициенты. Последние представим рядом Маклорена 

00 ..... 
Ка, ... а5 (v) = !: q а, .. .а5 , 't, ... 't1 v't, ... v't,· 

1=0 

(3) 

(\, 
.у прощения уравнения ( 1) строятся следующим образом: отбрасыва-
ются более высокие (чем определенные) члены разл9жений (1), (3). 
Крайняя степень упрощения - уравнение лине!1ного (двухиндексного) 
приближения: 

. .... д 1 (р 

w=-vvxw-(fi) [(qa + qa,'tv't) w] +-
2
- ди ди [qapw]. (4) 

а а р 

Уравнение линейно-квадратичного (или двух-трех-индексного) при-
uлижения таково: 

w = -;fvxw- д~а [(qa + q<r,'tv't + + qa,'tpv'tvФ)w] + 
+ _1 iJ'!. [( + ) 1 1 ' as [ 1 2 

ди ди . qup qCJa ,p-c v't W - -6 ди ди ди qap1tW . 
а р а р п 

(5)' 

Ясен пр·инцип построения и более высоких приближений. В линейно
квадратично-кубическом (двух-трех-четы рехиндексном прибл и жен ни) 
оставляются такие и только такие кинетические коэффициенты : 

-> Fa , . 1 1 
Ка (v)-м- = qa + qa,'tt.''t + 2 qa, 'tФ V-c llq> + 6 qa,'tФX t•'tvФvx; 

.... 1 
Кар (v) = qa:p + qap,'t l!'t + - 2- qар,щ v't Vip; (6) 

~ l 
Карт (v) = qap-c_ + 2 qар-с,п Vп; 

..... 
Кар-сп (v) = qарт;п 

( · Fa) обозначено qa = qa- 1И · 
В различные приближения входит большое (·и прогрессирующее 

с: повышением точности приближения) число коэффициентов или пара-
rетров q. Чис.,10 независимых пара,ме11ров q, однако, уJ.1е.нь.шается, 
во-первых, лото:-.1у, что :-.~ежду юараметра:чи ,и.:-.1еется универсальная 

связь, накладывае:-.1ая феноменологической теорией флуктуационно-дис
сипационной термодинамикой. Во-вторых, потому, что число независи
мых параметров уменьшается вследствие соображений симметрии, в 
данном случае вследствие -изотропнос'Ги (инвариантности относительно 
поворотов). Изотропность в данной задаче (броуновское движение) 
приводит к то:-.1у, что уравнение (5) обращается в (4), так что эффекты 
квадратичной теории выпадают, и ближайшим обобщением .'IИНейного 
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приближения будет линейно-кубическое (двух-трехиндексное) прибли
жение, связанное с формулами (6). 

Для опред,еления коэффициентов или параметров соответствующего 
кинетического уравнения (см. (8)) требуется применять помимо соот
ношений линейной неквантовой флуктуационно-д,иссипационной термо
динамики, также соотношения кубической (четырехиндексной) теории 
[6-7] . В отличие от линейной и квадратичной теории в кубической 

,флуктуационно-д'Иссипационной термодинамик,е, как изв-естно, флуктуа-
ц1ионные 1коэфф,иц"Иенты не пол1ностью оп1ределяют<:я дис<:ипацион1ны:-.ш 
коэффициентами. 

В настоящей статье показано, что в рассматриваемом случае броу
новского движения вследствие изотропности в кубическом приближении 
ю1еюТ>Ся .1ишь два диссипац,ионно-,нwпре.деляемых ,коэффиц1ие~нта. Их 
сл·едует определять, обращаясь к элементам, входящим в первоначаль
ный интеграл соударений, или производя специальные эксперименталь
ные измерения каких-то флуктуационных характеристик. 

Уравнение Больцмана и соответствующие ему коэффициенты 

Предполага,ем, что выполнены все предпосылки справедливости 
уравнения Больцмана. Броуновская частица, описываемая плотностью 

~ .... 
распределения w (х, v, t), испытывает соударения с молекулами одно-
родного изотропного газа, молекулы которого имеют равновесное рас

пределение вероятностей по скоростям 

ти2 

~ ( т ) '/ 2 Ро (v2) = -- 2 

е-2Т. 
2л:Т 

(7) 

Число молекул газа в единице объема обозначим п0 . Уравнение Больц
м а'на для w в обычных обозначениях [ 4] имеет вид 

.+-+ -+ ~ 

-w (v, х, t) f 2 (v2)J gbdbdulv2 , (8) 

rд·е f2( •. . ) =пора( ... ); индекс 1, который должен стоять у величин, от-
.... -+ 

носящихся к броуновской частице, опущен; М - ее масса; F(x, t) -
...+ .~ -:), ~ 

вн·ешняя сила. В (8), ,ка,к вое~гда, g= 1 v-v2 j, в t•2, v' - определенные 
функции 

-+ -:) -+ -+ -+, -+ -+ -+ 
v' = <р1 (v, v2, Ь, е), v2 = <р2 (v, v2 , Ь, е), (9) 

которые отыскиваются по законам механик'И, если задан закон взаимо

действия частицы с молекулой, т. е. динамически вычисляемые. 
Уравнение (8) эквивалентно уравнению (1) при следующем опре

делении: 

(1 О) 
Ka, ... as {;) =по S (va, - Va,) . · . (vas - Va

5
) Ро (;;а) gbdbdul-;2 

кинет.ических ·к,оэфф,ицие,нт,ов (2). Нсл,едстви1е :этих фо,рмул кинетиче
ские коэффициенты тоже динамически вычисля,емы. Однако не всегда 
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имеется надобность в их динамическом вычислении, ~южно пойти и по 
другому пути. Так, среднее ускорение частицы 

..... 
F s...,. __, ...,. -+ 
М + по (v' - v) Ро (v2) gbdbdedv2 , 

или, что то же самое, средняя сила трения 

( 11) 
... 

как функция от v может быть легко измерена экспериментально или 
получена при помощи какой-либо феноменологической теории типа 
вязкой гидродинамики. Прочие коэффициенты могут быть частично 
определены через (11) при помощи соотношений флуктуационно-дис
сипационной термодинамики. 

Чтобы записать эти соотношения, введем в расоютрение, следуя 
[ 6, 7], «изображения» 

-+ s -+ -+ -+ 
Ха, .. . а5 (у) = Ка, ... а5 (v) Wy (v) dv ( 12) 

кинетических коэффициентов (2) и (10). Здесь 

Ту• М -> Т -> 
-+ -- -+ -+-> ( М ) '/ --(и-- у) 

w (v) = е 2м w0 (v) е-и v = -- • е 2т м 
и 2nT 

(13) 

вспомогательное «скошенное» распределение. Независимые переменные 
Уа имеют физический смысл переменных, термодинамически сопряжен
ных с исходными переменными Va. Их можно определить формулами 

-+ 
...,.. д ln w

0 
(v) -+ М 

Уа (v) = - дv , Т. е. Ya(v) = --Va, 
а т 

(14) 

поскольку w0 (;)=с ехр {- ~:}-равновесное распределение. 
Соотношения флуктуационно-диссипационной термодинамики за

трагивают производные в нуле «изображения» (12). Обозначим их так: 
-+ 

[
aexa, ... as(y)] (15) 

Ка, ... аs,т:, ... т:е = д д 
Ут:, ••. Ут:е у=О 

В тех случаях, когда ширина (T/M)'I• «скошенного» распределе

ния (13) много меньше масштаба нелинейности Лнел ~ [ ~:~-;) / f ~) г· 
... 

функции f(v), имеет место приближенное равенство 

где 

--> -+ т --> 
v(y) =-у 

м 

(16) 

(17) 

зависимость, обратная (14), т. е. уравнение наиболее вероятной точки 
«скошенного» распред·ел·ения ( 13). В справедливости ( 16) можно убе
диться, разлагая подынтеграль~ную функцию в ряд Тейлора в наиболее 
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4 ..... 

вероятной точке ( 17) или в точке М [ v /у], которая, вообще говоря, 
совпадает ИЛ'И близка к первой. 1 

Пр,едполагая, что условие относител~>ной остроты распределения 
4 

w11 (v) выпо.11няе11ся, пугем nрим€1Нения соо11ношения ( 16) к фО!рмулюr 
( 12) •пол1учае'1 аоиУ1пт.о-гиче.ские фор.мулы 

..... ..... ..... ( т. -->) 
Ха" .. 05 (у) = Ка, .. . а5 [v (y)J = Ка, ... а5 \ М У • (18) 

Используя .послеД~н.ие, лег.ко ЕЫ1р·азить .filроиз.водные ( 15) через вхо
дящие в (3) производные (в нулевой точке) кинетических коэффици€н
тов по скоростям 

(19) 

(s и l любые). 

Используемые соотношения флуктуационно-диссипационной 
термодинамики 

В рассматриваемой задаче нужно использовать следующие нетри· 
виальные термодинам.ич·еские соо-гношения: линейное соотношение 

1 
Ka ;t = --zКат. (20) 

(см. (II.1.в) из [8]) 'И соотношения кубической т€ории 

1 
Карл,т. =- 2 Карлл, т., (21) 

(22) 

(см. (IV.3.д.) и (IV.1.д) из [7]). Согласно [ 6-7] эти соотношения точ
ные, хотя они и записаны в [7] в форме асимптотических. Дадим не
зависимый от [6-7] их динамический вывод применительно к нашему 
случаю. 

Докажем сначала такое тожд·ество: 

(23) 

где обозначено 

J { · · ·} =по S ... Wo (°J} Ро <';2) gbdbded~il (24) 

(wo, Ро - встречающи€ся в (7) и (14) равновесные распре;1.е.1ения). 
... -+ 

Вследствие сохранения энергии при соударении имеем wo(v) Po(v2) = 
....... -+ ..... _... -+-+ 

Wo ( v') Ро ( v2'). Далее dvdv2 = dv'' dv2' вследствие т·еоремы Лиувилля. 

Дифференциальный эл·емент gbdbde = 2gb cos- 1 _'{_ / ~ / dk 
_ 2 дХ 

--> --> 
(см. [ 4] стр. 84, 85) инвариантен относительно зам€ны пары (v, V2) - ..... ... 
на пару (v', v2'), поскольку вектор К- один ,и тот же и для прямого и 
лля обратного движ1ения взаимод:ействующих частиц и посколькv g=g', 
Ь=Ь' (за1юон соХJранения ·импульса), lxl=lx'/ . Итак, мы доказа.1и, что 
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S 
, ...... ......, -+ -+, 

= Va, ... Vi;, ... w0 (v') р0 (v2) g'b' db' dв' dv' dv2 . 

Отсю,:1.а с очевидностью получим (23), если поменяем обозначения 
штрихованных и нештрихованных скоростей. 

Прю1еним (23). Продифференцируем (12) в нуле и подставим (10) 
под знак интеграла. Используя обознач·ения (15) и (24), получим 

(25) 

..+ 

Если же положить в (12) у=О без дифференцирования, то, очевидно: 

Ka, ... a
5
i; = J {(v~, - Va,) ... (v~5 - V~5) (v~ - Vi;)} = 

= J {(v' - Va,) ... (v~ - Va) v~}- J {(va' - Va) ... (v~ - Va) v,;}. (26) 
а, s s • 1 1 s s 

Последнее выражение вследствие (23) можно записать так: 

Ka, ... a
5
i; = J {(va, - v~) ... (Va

5 
- V~5) v.}- J {(v~, - !'а,) ... (v~5 - Va

5
) Vi;} 

или, согласно (25): 

(27) 

Отсюда, в частности, вытекают доказываемые соотношения (20) и (21). 
Для доказательства оставшегося соотношения (22) применим ана

логичный метод. Воспользуемся равенствами 

Кл,рп~; = J {(v~ - Vл) VpVaVi;}- ~ (бар/(л,'t + ба~;Кл,р + б~;рКл,а), 

Клр,а't = J {(v~ - Vл) (v~ - Vp) V~Vi;} -- ~ ба~;Клр, 

(28) 

которые, как и (25), получаются дифференцированием (12) в нулевой 
точке. В выражении 

Knpai; = J {(v~ - Vл) (v~ - Vp)(v~ -Va) (v.~ - Vi;)} = 

= J {(v~ - Vл) [ v~v~v~ - V~V~Vi; - V~V~Vp - V~VaV~ + 
+ V~V0 Vi; + V~VpVi; + V~VpVa - Vi;VpVa]} 

преобразуем по формуле (23) члены с двумя и тремя штрихованны;-.1 и 
сомножителями в квадратных скобках, учитывая (28), в результате 
получю\r (22). Все члены, содержащие М/Т, выпадут вследствие (20) . 
Какие-либо другие соотношения, кроме общетермодинамических, дан
ным методом получить не удалось. 

Использование условия изотропности 

У·словие изо11ропности сильно •уменьшает ч.исло независимых коэф
фициентов q в разложениях типа (6). Например, первая формула из 
(6) принимает простой вид 

-+ Fa 
Ка (v) - - = ava + bv2Va. (29) 

м 
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-+ 
Чтобы в этом убедиться, возьмем Н€который произвольный вектор и 
и образу€м скаляр 

-> [-> -> к ] ' 1 1 
U F (v) - М = qaua + qa;r;UaVт: + 2 qa,т:rpUaV1;Vrp + 6 qa,т:rpy,,UaVт;VrpVx. (30) 

Вследствие изотропности в него не должны входить никакие векто-........ 
ра и тензоры, кроме и, v (в пространстве нет ни1<аких исключиТ€льных 

-+ -iJ -+ --+ 
направлений и тензоров; сила F в счет не идет), т. е. иК (v) явля€тся 

-+ -+ -+ -+ 
функцией только от и и v. Из и и v можно построить только такие 

·-. 
скаляры: и2 , v2

, (иv) и воевозможные функции от них. Каждый член в 

правой части имеет свою определ·енную С'Гепень однородности по и и по 
-+ ~ -+ 
v. Они все линейны по и и имеют прогрессирующие степени по v. Из 
указа·нных элементарных скаляров нельзя построить полиномиальной 

-> -> -> 
фун кции , линейной по и и нулевой степени по v, а такж·е линейной по и 

-+ ' 
и билинейной по v . Поэтому qa и qa, т:rр следует и.с1ключить. Имеется 

-+ -+ 
единственная возможность линейного по и и линейного по v скаляра 

-+--+ --+ -+ --+-+ 
(uv) и линейного по и трилинейного по v скаляра (иv) v2• Числовые 
коэффициенты, разумеется, произвольны. Указанные скаляры приводят 
к фо.р:\1уле (29). Ей <:оотвектвуют таl<'ие •не.нулевые .кооффициенты: 

qа,т: = абат;; qa,т:rpx = 2Ь (бт:q><'>ах + <'>т:х<'>аq> + <'>т:а<'>rрх)· (31) 

Аналогичными же рассуждениями получа1ем формулу 

-> 
Кар (v) = (с + dv2

) бар + evaVp. (32) 

Приведенным членам соответствуют скаляры и2 , u2v2, (uv) 2• 

Равенство (32) означа·ет, что 

qap = сбар; qap,т;rp = 2dбарбт;rр + е (бат;бrрр + баrрбт;р) (33) 

(коэффициенты qa, т:rр равны нулю). 
Третья фор;\1ула из (6) приводится к виду 

-+ 
Карп (v) = f (vaбpn + Vpбna + Vnбpa) (34) 

->-+ 
(ска.1яр и2 (иv)), т. е. 

qарл = О; qарл,т: = f (барблт; + <'>апбрт; + бат;брл) . (35) 

Наконец, последняя формула (6) записывается так: 

Карлт; = qарлт; = g ( барбnт; + <'>албрт; + бат;брл). (36) 

(ска.1яр (и2 ) 2 ). 
Всего в полученные формулы (29), (32), (34), (36) вошло 7 неза

висимых числовых коэффициентов а, .. " g. Это число сильно умень
шается благодаря использованию флуктуационно-диссипационных тер
№.одинюшческих соотношений (20)-(22). Учитывая (19) и подставляя 
первые формулы из (31) и (33) в соотношение линейной теории (20), 
получаем 
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Эта хо1рошо 1из1ве.ст.ная форrмула (•С'М. {3]), 1с11рого го1воря, является не 
точной, а асимптотической, но с очень большой точностью выполняется 
в рамках обычной теории броуновского движения. То же самое отно
сится и 1К выводимым н.иже rновым фор.мулам. Поэто:-.11у :11ы в .дальней
шем знак ~ замен·им на строгий знак равенства. 

Подсrа1новка (35), (36) rв (21) .пр.и учете ( 19) п.риводит к ра.ве~нству 

2 l: f = -g. (38) 

Наконец, подставляя (31), (33), (36) в (22), находим 

8 ( : )3 Ь + 4 ( : )2 (d + е) = g. (39} 

В итоге осталось 4 независимых параметра. В качестве них возь
мем два диссипационных коэффициента (так как их легче из"1ерять)' 
и каких-либо два флуктуационных параметра, скажем, d и е. Параметр 
а имеет смысл коэффициента линейного трения, а Ь - коэффициента 
кубического трения, тоЧ'нее, этот смысл имеют производные. 

Пр им е чан и е. Нужно отметить, что приближение, рассматри
ваемое в данной работе, неприменимо в том случае, когда применим 
метод Энскога д,Jiя решения •уравнения IБ·ольц.ма1на. Последни~"1 :-.н~тод 
обусловлен требованием, чтобы влияние члена соударений превосхо
дило влияние прочих членов. Это требование выполнено для :-.юлекул 
плотного газа, но не выполняется для рассматриваемых нами (относи
тельно) крупных броуновских частиц. Для них влияние каждого соуда
рени.я с м-о.1екулой невели.ко, .и поэто1му ·сум:м·щр1ная флуктуационная .с.ила 
соударений, .НОО:\1отря на бо.1ьшую частоту nо·сле.дн•их, соиз"1ер.ю~а с
рела1к.сациО1нной оилой. 
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