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СПИНОРНОЕ ПОЛЕ КАК СЛИЯНИЕ ТЕНЗОРНЫХ ПОЛЕЙ 

Установлена полная система скалярных и тензорных характеристик для двух спи­
норов в пространстве Минковского. Получена эквивалентная тензорная запись урав­
нений Дирака и уравнений Паули-Янга-Ли. Полученные тензорные дифференциаль­
ные уравнения линейны. Показано, что поле, описываемое уравнениями Дирака, можно 
рассматривать как слияние различных комплексных скалярных векторных, псевдовек­

торных и псевдоскалярных волновых полей. 

Рассмотрим четыр·ехмерное псевдоевклидовое пространство R4, 

индекса один (пространство Минковского), отнесенно·е к ортонормиро­
ванному базису. Пусть 'Va (а= 1,2,3,4) - инвариантные спинтензоры 

А 
в R4, представляемые ч~етырехмерными матрицами 'Vав, определяемые 
соотношениями 

(1) 

где 1 - единичная · четырехмерная матрица, ga~ - компоненты метрического 

тензора пространства R4 (g11 = g 22 = g 33 = - g 44 = 1, ga~ = О при а-=!=~) 
и пусть Е = 11 еАв 11 - метрический l спинор в R4 , ковариантные компоненты 
еАв которого удовлетворяют равенству EvaE- 1 = - v~. det Е = 1 (Т­

символ транспонирования). 
Для любого спинора второго ранга Ч1 в пространстве R4 опреде­

лнемого контрвариантными компонентами Чf Ав, можно написать 1 

'ФАВ = _1
_ (- F еАВ + iFa 'VAB - _.!___ ра~ 'VAB + ра .у~в - F 'V5AB). (2) 
4 а 2 а~ 

Здесь i = V - 1 , 

1 Общий спинорно-тензорный анализ в приложении к физическим задачам можно 
найти в { 6, 9]. Изложение теории тензорных полей как слияния спинорных по.'!ей 
см. в [7, 8]. 
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Eaf!VТ1 - компоненты единичного ант.исимм·етрического по всем индексам 

псевдотензора Леви- Чи~вита, е12з4 =-е1234 = + 1. 
Тензорные F определяются следующим образом: 

р = елв 'ФАВ, ра = iу~в 'ФАВ, ра!! = iy~ 'ФАВ, 
'(3) 

• *а * 5 
ра = 'V АВ 'ФАВ' F = 'V АВ 'ФАВ. 

Спинорные индексы у спинтензоров 'V опускаются при помощи метри­
ческого спинора Е так, что 'V~в = gafleлc евD ygD. Из формул (2) и (3) сле­
дует, что произвольный спинор второго ранга ЧГ = 11 'Флв !1 в пространстве 
Минковского эквивалентен тензорному агрегату 

F = {F, ра, ра!!, ра, F}. 

Если компоненты 'Флв представляются в виде произведения 'Флв = 
= хл'Фв, где контрвариантные компоненты х.А, 'ф8 определяют два спинора 
первого ранга в R4 , то можно написать равенства 

(4) 

.ор,еди rко-горых rим·е·ет·ся д!е1вять .нез·аююи1мых 1соотноше;н,ий. Бели 'ФАА *О, 
то в качестве незав·исимых соотношений в (4) можно взять следующие 
соотношения: 

'фАА 'ФСD = 'фАD 'ФСА при С =F А, С =j::D. 

Обра11ню , ·е·сли 'ФАв у,J;о1влет.во,ряют ,равенстJЗом (4), то с.ущест.вует 
система компонентов хА, определенных с точностью до у::wнож·ен ия всех 
компонентов ХА на произвольное комплексное число а, и система ком­
понентов чrв, определ·енных с точностью до одновременного умножения. 
воех 1компо1НеjН"ЮВ чrв на 1/а та.к·их, что выполняет1ся равенство 'ФАв= 
=хА1fГВ. Бели чrсп=Fо, то .ко:-.шоненты ХА, 'Фв МОЖ1НО определить юоот­
ношения::wи 

! ,11СВ 
{ХА} = а'фАD, {'ФВ} = ~ ~CD , (5) 

Если выполняются равенства (4), то множества {хА}, {ФВ} 1 не за­
висят от значений индексов С, D в формулах (5). Если выполняются 
равенства ( 4), то компоненты F в разложении (2), для которых в этоы 
случае введем специальное обозначение К 

хл'Фв = + (-келв + iКау~в-+ка11у~g + kау~в -kysAв ). (6) 

удовлетворяют ряду билинейных уравнений, которые получаю11ся, если 
перемножить равенства (6), напи1санные для индекоов' А, В; С, D и 
с.вернуть результат •со всевозможными спинтензорами у: 

к Т.(а- к· к·а_ К2 к· 2 к к" а-о а,1 ' - - а - - - , а - , 

1 Формула (5) определяет два (связанных комплексным пара~1етром а) МНО· 
жества {ХА}, {'Фв} в каждой фиксированной ортогональной системе коордННflТ. Мно­
жества {ХА}' и {'Фв}', определенные в преобразованных системах координат форму ­
лой (5), и эти же множества, получаемые соответствующю1 спинпреобразованиеы 
всех J(Омпонентов ХА и 'Фв в силу ковариантности соотношений (4) в uелом тождест­
венны, несмотря на нековариантныir вид определений (5). 
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КК"' = -КеК"'8 ' КК"' = - Ке кле, 

клкµ = К"'КУ + к~ кла - K2g'Aµ, 

• • • • - gM (КµК"' - KµKv) + gµe (К"'Кv -K"'Kv). 

(7) 

Ясно, что система тензоров К, удовлетворяющих равенствам (7), 
эквивалентна спинору второго ра1нга 'Флв, удовлетворяющему р2венст­
вам (4). Поэтому зада.ние тензоров К, удоgлетворяющих равенствам 
(7), определнет два опинора хл, 'Фв •С точностью до умножения их ком­
понентов на произвольное комплеюсное число по формулам (5). 

Если компоненты 'ФАВ представляются в виде произведения -Ф,А 'ljJ8 или 
ХА х8, то формулу (2) можно записать в виде 

'Jr4 1)JB = + (- са V~в + + саВ y~f), 
(8) 

ХА хв = _1 (- С'аvАв + _ 1 С'аВvАв) 
4 а 2 ав ' 

где тензоры С определяются формулами [1 J 
са = V~в 'ФА 1)JB, саВ = V~~ 'фА 'Рв . (9) 

Та~шми же формулами определяются тензоры С' (с заl\!еной в (9) 
спинора 'Ф на спинор х). Система тензоров С (С') экgивалентна спин ,)­
ру Ф (х) [1, 2, З]. 

Bвe.:i.ei\l та~<же второй метрический инвариантный спинор П = 
= l lП ~11, определяемый соотношениями 

Уа.= Пvа.П- 1 , ПП = !. 

Точка над буквой означает комплексное сопряжение. При помощи 
спинора П определяются сопряженные спиноры 'ф+, х+ компонентами 

А · А • 
'ф+А = П В 'фВ' х+А = [.I В ХВ. 

Еслн компоненты спинора 'фА8 в формуле (2) представляются в виде 
произведения 'ф+А'ф8, х+л х8 , x+A1)J8 , то формулу (2) запишем в виде 

(1 О) 
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х+А ХВ = ··l-( Q' еАВ _ ij'a у~В + ~М'а/3 y~j-S'ay~B + N'y5AB ). 

х+А'ФВ = -~- ( - lleAB + iVa у~В -+ 11а/3 y~j + va у~В- Vy5AB )· 

Тензоры 

D = {Q, ja, маt1, sa, N}, D' = {Q'' j'a, M'afl, S'a, N'}, 

V = {V, va, vat1, \ia, l'} 

определяются формулой (3), в которой компоненты 'Флв заменяются соот­
ветственно компонентами - -ф+А 'ljJ8 , - х+л х8 , х+А 'ljJ8 . В силу определе­
ния спинтензоров у и сопряженных спиноров компоненты тензоров D, D' 
вещественны [1]. 

Тензоры D, D1 вьiражаются через тензоры К следующим образом: 

• • r. 
4Q' Р· = - клк - кл.к - iКал Ка + iКакал -

1 . * ""' * * * *. - Т е~13е [Kfle Ка + (Ка)· Kfle] + i [(КЛ)" К - (К). КЛ], 

4Q' млµ = о~~ [ -+ k,at1 К - -~- KKafl _ iЙ,аек~в - i (Ка)" kt1 + iKaKfl], 

+ gЛµ а/3 [ (Kfl)" ка + k,ak + + k,a/3 к+ + (k)· каf\ ] ' 
} 

4Q' sл = - сkлу к - кkл - i cky кл + iК.лк - i (КаУ кла + 

+ iКЛа Ка - ~ gЛ сК.е К~/3 + i(a/3 ке)' 2 af\e 

* . * * . * 1 . 
4Q'N = - (К)" к - кк - i (Ка)" ка + iK ка_ 4 Еаf1Л8кле каt1. 

а 

Из ( 11) следует, что тензорный агрегат D определяется задание11r 
тензоров К и скаляра Q

1
, если Q

1 *()· (Вместо ·скаляра Q 1 можно взять · 
любой ненулевой компонент из D1

.) Между тензорами С, D, С1, D1
, К, V 

существуют различные перекрестные соотношения. Например: 

VaC'a = 2i (- Q'K -N'K), VaC'a = 2 (- Q'K + N'K), 

VавС'а/3 = 4i (Q'K-N'K), еа13леVаt1с ' ле = 8i (Q'K + N'K), 

~'С'Л =iQ'KЛ + ij'ЛK-S'ЛK + N'КЛ, vс·л = -Q'КЛ + ij'лк+s·лк+ iN'КЛ, 

_1 л1 vact1e - "Q' кл -+-- . ··лк + s·л/( - N' !(л 
2 8 а[3е :---- L ' L] ' 
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,;еле~ = - Q' К" + j'AK + iS'"K + iN' КЛ, 

VеС' 8Л = Q' ю' - ("К+ iS'"K + iN' К\ 

. . . . 1 . * * * * 
- 4VV = КК + КаКа - -Kar.Кaf3 + (Ка)' ка - (К)· К, . 2 

- 4V ((')" = - КК + КаКа + -
1 

Ka13Kaf3 + (Ка)' К.а + (К)" К. 
2 . 

(12} 

Свертывая соотношение (6) со спинорами x:;t, x+c'V~c• ... по индексу А, 
найдем 

4Q' "'в = ( - КеАВ + iКa'V~B - + кaf3'V~~ + kay~B - k 'V5AB) x:t' 

4("'\JB = [ (iKgЛf3 + K"f3) 'Vgв + + (-KvgЛµ + KµgЛv + iKaeЛaµv) 'У~~ + 

+ ( - iKg"f3-+ KµveЛf3µv) ~gв + iКЛу5СВ + клеев] xt. 

4М'Лµ'фв = [uk 8лµах _ Кµgлх+ клgµх) уев + (-_!_ К.елµ + _!_ К()Лµ + 
а , Х 2 ХУ) 2 ХУ) 

+ Kµri{)~ -Kµ'll{)~) yxricв + (KaeЛµari + iKµgЛri _ iK'Лgµ'll) у~в + 

+ + Ка13еЛµаf3у5СВ J Xt, 

4S''J..'\'B = [ - Клеев + ( КgЛе -+ Ка138а(3Ле) 'V~B + 

+ + (- iKaeЛaµv + kvgЛµ _ /(µgЛµ) у~~ + (КgЛа _ iК'Ла) у~в _ iK;.'Vscв] Xd• 

4N''фВ = [ _ kесв + ka'V~B _ + Ea(3J..eKaf3yЛ8CB -iКау~В + K'V5CB] Xt · (13) 

Формулы ( 13) !--le изменятся, если в левой части тензQры D' заме­
ни'ть на тензоры -К (-V), а спинор х+ в правой ча.сти заменить .на 
'ф ('Ф + ) . Свертывая (6) со -спинорами Xc'V~c• Xc'V~~ найдем также: 

+ ( _ Kg1-.f3 + Т 8лt3µvKµv) ,Уgв + J(л'V5св _ iКЛесв J Хе• 

4С'Лµ.'фв = [ (КаеЛµах + iKµgлx _ iKЛgµx) 'V~в + 
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(14) 

Формулы (13) и (14) могут служить для определения спинора 'Ф 
через тензоры К и через ,спинор Х· Эти формулы можно также исполь­
зовать вместо формул (6), (8), ( 10) для получения билинейных уравне­
ний, связывающих тензоры С, D, С', D', К, V, которые получаются при 
свертке (13) и (14) со спинорами ХсУ~с · 

Запись уравнений Д'Ира ,ка в тензорах К. Уравнения 
Дирака в пространстве R4, отнесенном к декартовой системе ·координат 
с переменными xtt, ю1еют вид {5] 

( 
ie ) · v~tt да'\)в + hc Аа'Фв + x'\jJA = о, (15) 

где 'Ф- поле четырехкомпонентного .спинора, определенное в декартовой 
<:исте~1е координат xtt, Аа- ковариа.нтные компоненты векторного 
потенциала электроl\!агнитного поля; е, n, х, с - посrоянные; да=д/дхtt. 

Для лагранжиана _\.и для ком1Понентов PJ тензора энергии-импуль­
са поля, описываемого уравнениями ( 15), имеем {4] 

(16) 

Свертывая уравнения (15) со спинтензорами ХА, у~8х.8 , У~1х.8, у~8х.8 , 
У~в'Х.в по индексу А, где х.в - произвольное постоянное ненулевое спинор­

ное поле в пространстве R4 (дах.
8 =О), получим систему тензорных урав­

нений, являющихся следствием уравнений ( 15): 

daKtt + ixK = О, (а) 

d13 (Ka f3 + iKgttf3) + хКа =О, (б) 

dy (- iettf3veke - gttVKf3. + gf3VKtt) + x/(ttf3 ' О, (в) 

dr.> ,(KgrxfЗ - i/2erxf3veKve) - xka = О, (г) 

daKtt - хК = О. (д) 

(17) 

ie 11 Здесь обозначено' da =да+ -па,. В качестве независимых урав-
Пс 

неннй в (17) можно взять, например , любые четыре урав~1ен~ш в ( 17, в) 
(при соответствующем: выборе поля х.в). Уравнения ( 17, а), ( 17, б) и 
уравнения ( 17, г), ( 17, д) •содержат по три независиi\!ЫХ урав~:ения. Не­
зависимые уравнения в ( 17) вместе с алгебраическими уравнею1ям;1 
(7), (11), (12) эквивалентны уравнениям Дира·ка (15) 1. Очевидно, чгс 

1 В рамках уравне11ий (17), при наличии соотношений .К~х·'Ф физические ха­
рактеристики (спин, ток и т. д.) поля, описываемого уравнениями (17), в к.1асс11че­

ском рассмотрении определяются величинами s'A, /, ... , ~ыражающимися через 
тензоры .К и ска .1яр Q' по формулам ( 11). 
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в силу использованного при выводе уравнений ( 17) условия дахв =0, 
тензоры D', С' удовлетворяют дополнительным уравнениям даD' = 
=да С'= О и могут рассматриваться как заданные. Отметим, что вывод 
уравнений . ( 17) не связан с у•словием 'Х = const, поэтому вид уравнений 
( 17) не измени"Гся, если в качестве исходных уравнений вместо t урав­
нений Дирака взять уравнения Гюрши (5]. 

Заменяя в определении (16) компоненты 'Ф по формулам (14), дш1 
компонентов Р~ получим 

Р~ = 4~-; {-да (- j11M'/311 + N'SB) +i(KBдaK-KBдaK) + k_BvдaKv + 

(18) 

где 

- j11M'/311 + N'S/3 = + {i (-К.кв + ККВ) + Кvквv + KvKBv + 

+ + вf3ТJµv [- (К11)· Kµv + K11Kµv] + (К)· КВ + К (КВУ}· (19) 

Из (16) и (18) следует, что для лагранжиана А справедлива формула 

А = 4~' { - ~ (- j11M 'a1] + N' sa) + i (kадаК - каааК) + !(avдaKv + 

+ каvдаКv + + в/3аµv rк~L~двКа - Кµvдв (KaYJ + (Ка)· даk + kада (К)· + 

+ х [ - КК + КаКа -+ КавКа/3 _(Ка)· !(а + (К)· k]} + eAaja. (20) 

У.равн·ения ( 17) поJiучают.ся из вариационнои пр·инщша с дагран­
жианом (20) и в том случае, когда тензоры К и D' не связаны соотно­
шениями (7), ( 11) и (12). 

Специально отметим, что спинорное поле хв в ( 17)- (20) явJiяется 
:зспомогательным, причем, если выполнены соо1'ношения (7), ( 11) и ( 12) 
вместе с условиями даD' = даС' = О то ЮiПр~еделешия (1 •8) и (20) для 
Р~ и для А не зависят от выбора хв (так как преобразование от (16) 
к ( 18), (20) является тождественным). 

Т ·е нз о р .н а я з а п .и 1с ь у •Р · а ·в н ·е :ни й П a·iy л 1и - Я н г •а - Л и. 
Уравнения Паули-Янга-Ли получаются из уравнений ( 15), если по­
ложить в (15) Аа =0, х=О, 'Ф= ± 1ij15ф. 

Уравнения в тензорах К, соответствующие уравнениям Паули­
Янга-Ли, им·еют вид 

даКа =о, д13 (Ка/3 + iKga/3) = О, 

ду ( ± iвaf3v11K11 - gаvкв + gвvка) = О. 

Для компонентов тензора энергии-импульса и цля ла.гранжиана 
поля, описываемого уравнениями Паули-Янга-Ли, найдем 
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+ Kf3тtдa.Kri + Kf3тtдa.Kri} 

Л =~ [-
1 д (- · M'a.ri- N' ·а.)+ 

4Q' 2 а. Jri + 1 

+ i (Ка.да.К -Ка.да.К)+ J(a.riдa.Kri +ка.11да.К11]. 
П о л е Д и р а к а к а к ·С л и я н ·и е т е н з J р н ы х в о л н о в ы х п о­

л ей. Введем ·следующие обозначения: 

Л1 (К, оа.) = 4п~/ [ iGa.da.K - юа. (da.K)" + 

+ х1 (Ga.Ga. - КК) -+да. (коа. - кда.) ], 

А2 (Ка., Ga.f3) = 4~, [ Ga.f3da.Kf3 + Ga.f3 (da.Kf3)" + 

+ Х2 (Ка.Ка.-+ Ga.f3Ga.f3) + +да. (К·да.v + кi;a.v) ]' (21) 

Аз (Ga., ка.f3) = 4п~/ { + gf3a.µv [Kµvdf3G a. -Kµv (df3Ga.)"] -

1 • • • [ • • 1 • ]} - 4 gf3a.µvдa. [- (Gf3)" Kµv + Gf3Kµv] - Хз (Ga.)" G + 2 Ka.f3Ka.f3 ' 

Л4 (К, ка.)= 4~' {(Ка.)· da.K + ka. (da.K)" + Х4 [(K)"k - (Ка.)" ka.1 + 

+ + дf3 С<КУ Kf3 + к <K~)J}· (22) 

где х1, х2, хз, Х4 - ~некоторые постоянные; А1, Az, Аз, А4 являются лаr­

ра нжианами классических полей Клейна-Гордона К, ка., да., k {6]. 
Пользуясь определениями (20) и (21) для лагранжианов Л, А;, 

тождественно найдем 

А= Ai (К, ка.) + Л2 (Ка., ка.f3) + Аз (Ка., ка.f3) + А4 (К, ka.) + 

+ :~, [ (х1 - х) КК + (х - х1 - Х2) Ка.Ка.+ 

+ + (х2 + Хз - х) Ka.f3Ka.f3 + (хз + Х4 - х) (Ка.)· К.а. + (х - х4) (К)" k J · (23) 

При условиях слияния, заключающихся в выполнении соотношений 

Ga. = ка. , Ga.f3 = ка.11, cJa. = !(а., соотношений (7), ( 11), ( 12) и условий 1 

да.D' = да.С' =О, из равенства (23) для лагранжиана Л следует, что поле 
'ljJ, описываемое уравнениями Дирака (15), можно рассматривать как слия-

1 Вместо соотношений (7), (11), (12) и условий да.D'=да.С'=О в качестве усло­

вий слияния можно взять эквивалентные им условия представимости компонентов К, 
D' через :х;Ф и условие да.Хв =0. Компоненты Т]в в этом случае можно рассматривать 

как постоянные интегрирования уравнений да.О' =да.С' =0, в которых D' 11 С' выра­

жаются по формулам (11), (12) через тензоры К. 
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нИе комплексного скалярного поля К, описываемого лагранжианом Л1 (К, 
Ка), комплексного векторного поля Ga, описываемого лагранжианом Ла ( Ga, 

Kaf3), комплексного псевдовекторного поля /(а, описываемого лагранжианом 

Л3 (Ка, Ga/3), и комплексного псевдоскалярного поля k, описываемого лаг­
ранжианом Л4 (К, Ga) с лагранжианом взаимодействия 1 

(24) 

Функции G, G в (24) можно определить равенствами 

G = -
1
-(-

1 Ка13Ка/3 - GaGa) G = -
1
-. (- -

1 
Ga13Gaf3 + Ка.К.а) 

2К 2 ' 2К 2 

или равенствами 

G = ~ €-af3µvKaf3Kµv, G = -
1
- eaf3µvKaf3Kµv_ 

вк вк 

К:оэффицие.нты xi :В (21 )-(24) ,могут '6ыть вообще 'П1р1оизвольными 
не 1ра1в.ными ~нулю ,пос1'оянными. Дл1я 11ario чтобы фи1юои,ровать 1нел,ичи­
ны х;, j\ЮЖНО воопользоваться у:слови~е~м 1«ми1НИ!Малыюсти» лаI1р·анжиа1на 

вз•аимодеЙСТ>I3•ИЯ. П:р,и :выпол,не.аии ,у1сло·в,ий 1СЛ1ИЯНИЯ, .ПQЛЬЗ'УЯСЬ IООО''f1НО­
шения1М'И (11) и о.п1р~еделением (24), для лаnр·анж1иана Лвз мож1н~о !Напи­
сать 

Лвз= 8~, {Q'Q(8x-+x1 -5x2 -5Xз-+x4)+ . 

+ j' jt°-' (-
1
- Х1 + Х2 - Х3 - _l_ Х4) + -1-М' Ма/3 с·-1- Х1 - Х2 -

а 2 2 2 af3 · 2 

- Х3 + + Х4) + S~Sa ( - + Х1 - Х2 + Х3 + + Х4) + 

+ N' N ( - + Х1 + Х2 + Х3 - + Х4)}. (25) 
1 

4 2 
Из (25) следует, что при х1 = х4 = Б х и х2 = х3 = Б х, лагранжи-

ан взаимодействия становится минима.hьным: Л03 = - ncN' N/5Q'. 
Относя часть членов Лi лагранжиана Л к лагранжиану взаимодейст­

вия, аналогичным образом можно рассмотреть ряд · других случаев слияния. 
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Примечание в корректуре. Если обозначить столбец из компонентов К, Ка, Kaf3 • 

К.а, К через К, то уравнения (17) можно записать в виде GadaK +хК= О, где Gа­
шестнадцатирядные матрицы, удовлетворяющие уравнению aaaf3 + af3aa = 2gaf3 /' / - еди­
ничная матрица. Обозначив через К столбец из компонентов К, Ка, Kaf3 

тензорные уравнения, соответствующие уравнениям Паули - Янга - Ли, можно записать 

в виде sааак = о' где sa - восыmрядные матрчцы, удовлетворяющие уравнениям. 
stsj + SiSi = 2/50/. S4Si = S1S4 , S4S4 = /; i. j = 1, 2, 3. 


