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ДВУХМЕРНЫЕ ПЛОЩАДКИ 

В ОБЩЕЙ ТЕОРИИ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

Предложен диадный формализм для описания двухмерных распределений в рам~ 
ках общей теории относительности. Вводятся понятия и определения индуцированного 
внешнего дифференцирования, индуцированной группы движения для риманова рас­
пределения, однородности последнего (в том числе физического пространства), жанров 
пространства-времени. С помощью индуцированного даламбертиана записаны урав­
нения для гравитационных диффузионных и волновых процессов. Дается диадная 
формулировка уравнений Эйнштейна и законов сохранения. 

В настоящей работе предлагается диадный формализм, приурочен­
ный к расщеплению пространства-времени V4 на двухмерное простран­
ство и двухмерное пространство-время. Этот формализм заполняет про­
бел между монадным формализмом Зельманова, представляющим со­
бой общековариантное обобщение его метода хронометрических инва ­
риантов [1-3) (некоторые формулы из упомянутых в · (3) любезно сооб­
щены Зельмановым автору до их опубликования), и формализмом тет­
радным. Разумно полагать, что при переходе от плоского и неделимого 
(в смысле отсутствия .преимущественного способа деления) простран­
ства-времени Минковского к искривленному лоренцеву многообразию 
V4 возникает возможность естественного деления многообразия собы­
тий на части сообразно природе и свойствам создающего кривизну 
физического субстрата подобно тому, как оn.ератор (например тензор 
кривизны) делит пространство на инвариантные подпространства. 
В частности, вещество делит пространство-время на время и простран-

ство (тип т; no Петрову, улавный вектор Римана, т. е. вектор следо­
вания за гравитационным полем, временноподобен), а гравитационные 

волны на двухмерные подпространства (типы т;, т;, главный вектор 
Римана изотропен). Во всех этих случаях можно привлекать и канони ­
ческую тетраду Петрова, в 1<0торой тензор Вейля (в конформно-плос­
ких - тензор Римана) имеет канонический вид, но неоднозначный вы­
бор этой тетрады для волновых гравитационных полей алгебраически 
специального типа обычно означает естественную вьtделенность именно 
двухмерных площадок. В этих случаях естественно привлекать диадный 
формализм. Формализм диад позволяет также свести изучение 4-геомет-

рии V4 к 2- геометрии двухмерного распределения ~ (отметим , что рас­
пределение является примером G-структуры и называется также не-
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голономным многообразием, пфаффовой системой), если V4 имеет орби­
тами группы движения двухмерное слоение. Возможны и другие при­
менения дИадного формализма, предметом которого является геометрия 

римановых распределений l'~ в пространстве-времени и ее физический 
эквивалент. Сама же по себе необходимость привлечения распределе­
ний в общую теорию относительности видна уже из того, что время, 
физическое пространство, собственные листы тензоров конформной и 

риччиевой кривизны суть примеры этих распределений (Vi, ~' ~). 
Рассмотрим индуцированные дифференциальные операторы для 

распределений. Пусть 

л1п (g) = i:~ (а) + V~-m (Ь), 

gµv= aµv+bµv, а~+Ь~=б~, µ, v, А= 1, ... ,п, 

V~: х.......,.. Е': Е туп, V~-m: х.......,.. Е~--т Е ТхVп, х Е Vn, 
;.. . тvп т;n ьл. . тvп vn аµ . -+ 1 т. µ . ~ n-m· 

Матрица (aµv) псевдообратна матрице (aµv) того же ранга т (берем 
неизотропные распределения). Идемпоте~тная матрица (а~) есть проектор. 

Заметим, что поскольку распределение V~ снабжено метрикой, оно (пос­
ле выбора ориентации) изоморфно полю единичного простого т-вектора. 

Пусть Дано тензорное поле, принадлежащее пространству 

v::r® ... ® V~® V~-m® ... ®V~-m: 
т - аа ... J3ьv ... бт 

µ ... vл. ... :к - µ .. . v ?. ... :к a ... j3 v ... б, 

а ... (3 _ а f3 bv ... 6 _ bv Ьб 
aµ ... v =аµ ... а:.,, л. ... :к = ;.. . . . :к· 

Определим индуцированные операторы частного (Dp = др= д,'дх~), лиевско­

го (D = 21;) и ковариантного (Dp = \7 р) дифференцирования с чертой 

D Т , = аа ... 13 ьv ... б D Т " k 
_р µ ... v л ... :к - µ ... v л. ... :к р а ... ,., v ... u 

~ штрихами: 

др = д~ + д~, д~ Е V::Z, д~ Е V~-m, 
' " ' о~ " cr~ 

\7 р = \7 р + \7 р, \7 р = ар \7 а, \7 р = Ьр \7 а, 

2'Т = tрд'Т + Т д' tp + + Т д'tР= s а ... б ':> _р а .. . 6 р ... б_а':> . · . а .. . р _6°" 

р ' ' р • р 

= s \l рТа ... б + Tp .. . 6\las + ... + Ta ... p \l бs • 

" Р " " tP + Т \7 " tP 2~,Та ... б = ~ \7 рТа ... б + Tp ... 6 V a\o + . · · а ... р 6\о 
' р ' 'Р ' •р 

(V aS = V aS + V aS ). 

Исходя из соотношения для частных производных 

т 

д Т - д Т + '1 Т (аР - ЬР) д аа а а, .. .ат - _а а, .. .ат ~ a, .. .ak_ 1pak+l · · · ат а а а ak 
k=l 

тензора Т, разлагаемого при взятии подчеркнутой производной в сумму 
проекций 

Та ... 13 =(а~ + Ь~) .. .. (ав + bg) Тр ... а = а~::.~тр ... а + ... + Ь~::.~тр .. .а. 
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определим индуцированное внешнее дифференцирование: 

dro = ~ro + mdaA (а - Ь) ro = ~ro + т (IJ + [) ro = 

= ~aWa, ... amdXXAdxa-•A ... Adxam + 
+ т (Laa; + Laa,P) Wpa, ."amdxaAdxa'A ... Adxam, 

Lµv;.. = а~д[-µа~J• Iµv;.. = Ь~д[µЬ~J = - Ь~д[µа~J· 

Отметим, что 

' ' ' ' ' 'v ' ' v µvv ;.. 
V аЩ~v = О, V aV13 = EaV13 - Г aj3Vv, Г ai3 = ащ1;..Г µv , 

• ' " ' ' " ' 'I~ " Ьµ vvr ;.. '\l aV13 = ~V13- Га13 Vy, а13 = аЩ3;.. µv, 

v~v"" = д~v"" + "Г a13"v"13, "Г ai3" == а~ЬвiГ µv\ 

- '1' - " '1' - '1' V aV13 = '\l aV13 + (На. 13 + На.13-На13 -На13 )и", 

На13" = а~в '\l µа~ = b~Hai. На13" = b~~ '\l µb~, 
' . ;.. - -

2sgµv = 2saµv + 2sbµv - 2~ (Nµvi.. + Nµvл-H(µl i.. ' v> -H(µli..lv)), 

2~aµv = V' ~~v + V ~~µ. 
;.. ;.. 1 (Н ;.. Н ;.. ;.. ;.. М ;.. Nµv = H(µv) = - µv + vµ ), Hµv = Nµv + µv , 
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;.. ;.. -· - ;.. " ;.. - ;.. - ;.. ;.. ' ;.. 
Lµv = Mµv -H[µ ·vJ + Г[µvJ , Lµv = Mµv - H[µ·vJ + Г[µvJ . 

Тензоры Н, N, М естественно назвать тензорами внешней неголономности. 
внешней кривизны и внешнего кручения распределения v::i. Для инволю­
тивного v::i имеем Мµ/ = О, для омбилического: Nµ/=aµvv\ геодезичес­
кого: Hµv;.. = О, для минимального распределения вектор средней кривизны 
k;.. = -1 -Нрр;.. равен нулю. Условиями 2saµv~= О, 2~aµv =О естественно 

т 

определить внешнюю (обычную) и внутреннюю (индуцированну~р) группу 

изометрии для 1/::i. При наличии в распределении т независимых векто­
ров К:иллинга (внешних или внутренних) можно говорить об однородно­
сти распределения. Для n=4, m=З это дает определение однородности 
пространства, не совпадающее с определением пространственной одно­
родности пространства-времени: очевидно, что подвижность многообра­
зия и его частей различна. Например, пространства i=const для 
метрики 

ds2 = ch2 axdt2 
- (dx2 + dy2 + dz2

) 

однородны, хотя пространство-время не допускает вдоль них группы 

движения G3: пространственные плоскости ,f= const не параллельны 
друг другу и ускорение свободного падения в соответствующей системе 

отсчета (система отсчета - это ортогональное пространству V~ ориен­
тированное одномерное слоение, образуемое мировыми линиями среды 
отсчета) ненятся от точки к точке вдоль оси абсцисс. Аналогичные 
рассуждения приложимы к полю диад, т . е. к расщеплению 

тV4 = v~ + v~. 
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Для многообразия vn можно поставить задачу отыскания распре­
деления {!~ (для каждого т отдельно), допускающего группу движения 
(внешнюю и индуцированную) максимально высокой размерности Sm. 

Числа (s,, ...... , sn) можно назвать жанрами (внешними и индуциро-
ванными) риманова многообразия vn - по аналогии с некоторой харак-

теристикой системы пфаффовых уравнений, а само распределение V~­
жанровым. Жанры пространства-времени характеризуют его симмет­
рию полнее, чем обычно рассматриваемая группа G sn· 

Выпишем коммутаторы для индуцированных производных: 

, ' л." " " - л.' 
д[µдv] = Mµv дл, д[µдv] = Mµv дл, 

' ' 'V р п 
2 'V[aV /3]v'V = Ка/3р r/P + 2Ма13 \l pv'V, 

" " " _р" -р'" 
2'V [a V f3]Vv .= -Ka/3v Vp + 2Ма/3 V pVv, 

6 ' '6 ' 6 ' р Pt 6 
Ka13v = 2~[aГf3]v + 2Г[ар : Гf\]v- 2Ма13 Грv. 

- -- 6 " " 6 " 6 " р - Р11 6 
Ka/3v = 2~[aГJ3Jv + 2Г[ар , Г13Jv-2Ма13 Грv. 

(г·v ьµvvгл ) af\ = аf\Л µv · 

Здесь К, К- тензоры Схоутена [4] для V~. V~~m- Уравнения Эйн-
штейна Gµv = - Т µv в диадах имеют следующий вид: 

к • р ,_ р а р 1 
µv- V pHµv - 'V µdv-Hµ.aHpv + Hµv dp--Raµv = -fµv, 

2 

Kµv = Kµava. 1 µv = а~~Т afl, J µv = а~Ь~Та11 , 
- af\ Л ·РЛ -л -.pf.. 
fµv = bµvTa13, d =Нр , d = Нр . 

Приведем формулы Гаусса - Кодацци - Риччи: 

a~~~iRµvpa = Kaf\vб + 2H[a:v 1 PH/3Jбp, 

b~~~iRµvpa = 'Ка/3vб + 2H[ct.1v.Н f3Jpб, 

a~~~iRµvpa + 2v[aН/3Jv6 + 2Ма13РНрбу, 

'К 6 2д" 'Г 6 + 2'Г 6 'Г 0 2М-Р Г' 6 
af\v = _ [а f\Jv [a.PI f\]V - а/3 P'V · 

Для соотношения а~\7 pG~ = О получаем равенство 
' fl ' • ·/3 13- ·fl -v--fl v /3 \713Pci + \7 13Qa - Padf\ - Qa d13 + P11Hv ·a - Q.13Hva = О, 

(Ра13 = a~~Gµv. Qa/3 = a~bвGµv, Paf\ = b~~Gµv) 
и равенство, ему двойственное. Разложение даламбертиана от окаляра 
имеет вид 

0 1 = (О'+ О" - (IРд~ - аРд~) 1, 

О ~gaf3va\7 f1, О ' = g·a/3v ~v~. О"= gaf3v~v~. 
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С помощью индуцированного даламбертиана можно написать уравнение 
диффузии для скаляра: 

(0" - tРд~) 1 = О, 

где штрих отмечает дифференцирование вдоль времени. Скаляр 1 мож­
но считать инвариантом кривизны второго или большего порядка, квад­
ратом ковариантной производной главного вектора Римана (в некото­
рых случаях он имеет смысл плотности гравитационной энергии) и т. д. 
В этих случаях мы получаем, очевидно, описание диффузионных грави­
тационных процессов различного типа. Аналогичное уравнение, не сво-

4 
димое к предыдущему, можно написать для распределения V2. Урав-

. 4 т r4 
нения DT=O, D'T=O для V4 и \12, содержащего время (v1), дают обыч-
ную и индуцированную волну для велич.ины Т скалярной или тензор­
ной природы. 
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