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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РАСЧЕТА ИНДИКАТРИСЫ 

РАССЕЯНИЯ ДЛЯ ПОЛИДИСПЕРСНОГО АЭРОЗОЛЯ · 

В работе предложен общий метод получения аналитического выражения индика
трисы рассеяния для полидисперсного аэрозоля, характеризуемого гамма-распределе

нием с произвольным целым параметром µ. Подробно обсуждены две основные ха
рактеристики индикатрисы: величина главного лепестка и его ширина. Получена обща;~ 
связь этих характеристик для пdлидисперсного и 'Монодисперсного аэрозолей. Дано 
общее выражение их через параметр µ. Полученные результаты имеют значение для 
исследования особенностей рассеяния радиации на аэрозоле. 

При работ.е с лазерами оче~нь важное З'нач.е~ние пр1иобретает изуче
ние ра·ссеяния видимой и инфракрасной радиации на атмосферном 
аэрозоле. Э10 рас.с.еяние за·висит от ·размеров, хи~иче·ского ·состава 11 

концентрации частиц аэрозоля. В силу того ч10 концентрация приме
сей в каплях облаков и туманов незначительна (для наибол·ее загряз
ненных облаков она •Не ·превышает 1 % ) , обычно полагают, ч10 аэро
зольные частицы ·состоят 1из чис1ой воды с •Соответствующ:rrм показате

лем преломления. 

Важнейшей характеристикой рассеяния радиации на аэрозол;:~х 
является норм.ирова;нная индикатриса рассеяния, которая дJlЯ обычного 
случая раооеяния на •сфер1ических каплях ·имеет вид 

х (~) = __ зt_/~(~~) ---

2:n: J / ф) sin ~d~ 
о 

(1) 

где 1 (р) - интенсивность ра•ссеянной радиации в направлении поляр
ного угла р, от.считываемого от направления падающей радиации. 
В такой форме х (р) называется mщикатрисой монод'Исперсной среды. 
Для случая полидисперсных сред, т. е. ~сред, сосrавленных из ссвокуп
ности i::феричоских капель разл•ичного разм.ера, следуе1 использовать 
усреднеJI1Ную .индикатрису: 

Хт (~) = __ зt_I~(~_) ---

2:n: J /(~) sin ~d~ 
о 

(2) 
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где усреднение I (~) проводится по всем возможным значен·иям разм~
ра капель, т. е. 

00 

7 (~) = S I (~, a)f (а) da, (3) 
о 

00 

причем J f (а) da = 1, а f (а)- является функц1ией рас,пределения капель 
о 

по размерам. Анализ экспериментальных данных показывает, что эта 
функция х·орошо аппроксиМ'ируе'I'Ся гамма-распределением [1]: 

(4) 

где r - наиболее вероятное значение размеров капель, µ - параметр. 
Обычно µ целое число, причем 1=:::;;rµ=:::;;10 (рис. 1). Аналитических вы

f(a} ' 

r а 

Р.ис. 1. Типичная кр.ивая 
распред.еления f. (a) по раз 
мерам частиц водяных обла-

ков 

ражений индикатрис рассеяния для полидис
персного аэрозоля известно относительно не

много {2, 3]. 
Наиболее полно индикатриса полидис

персного аэрозоля представлена в [4], где при
ведены результаты численных вычислений с 
помощью ЭВЦМ с использованием точных 
формул для µ. Однако для параметра рас
пределения в (4) µ=6, что соответствует ра
диационным туманам, согласно [5]. Таким об
разом, использовано значительно более узкое 
распределение, что не совсем оправдано. 

Попытаемся получить аналитическую фор-
мулу для индикатрисы рассеяния полидис

персного аэрозоля, пригодную для практических расчетов. Согласно [5] 
µ= 1, 2, 3 и r=Б-:-6 мкм, что соответствует большим прозрачным части
цам, охватывающим все облачные системы. Для указанного значения 
r и видимой области спектра радиации р0, равное 2nr/Л, заключено в 
интервале 40::::;;ро=:::;;90. 

Остановим·ся более подробно на 1свой.стве гамма-распределения ( 4). 
Основная масса вероятности сосредоточена вблиЗ1и a----r; значен:v.я a4:;..r 
будут маловероят.ны. Согласно из.вестному rпринцrипу практической н е
возможности маловероятных событий 1[6] значения а, характеризую
щиеся малой вероятностью, практически не реализуются . Практически 
за исходную вероятность обычно принимают Р=О,95. Это означает 
следующее: 

00 µ п 

Р (а> а0) = 5 f(a) da = е-хо ~ :~ =0,95, (5) 
ао О 

хо= (ao/r) µ (для целых µ). Из (4) следует, что на·именьшее значею1е 
а будет при µ=1, ао~О,Зr. Следовательно, pm1n~O,З po~l, в соот
ветствии .с {7] интенсивность рассеяния можно предсrавить в виде двух 
слагаемых / =11 +12, где 11 - определяется геометрической оптикой: 
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11 = ~- т (~) а2, 
8R2 

(6) 



•(~) - часть 11ндикатрисы, соотве'I'Ствующая геометр•ической оптике, 
раосчитанная в [7] с шагом Л~=5° для m= 1,33 (что .соответст..зует по
казателю •преломления в ·воде для красной линии Л.=0,656 мкм при 
t0 = 20°С); 12 - описывает дифференционную картину при расс.еяни1и : 

1 = _Io_ (1 + cos ~)2 az J2 ( sin А) 
2 4R2 sin2 ~ 1 Р t' ' 

(7) 

где 10 - интенсивность падающего 'Излучения, J 1 (х) - функция Бессе
л я. А так как эти величины используются для дальнейшего осреднения 
по р, ·го ,интерференцией ·С самого начала можно пренебре'IЪ [7]. Для 
вычисления средней индикатрисы 'Xm(~) воопользуем1ся формулами 
(2)-(4) и (6), (7), 'Причем при интегрировании по а нижний предел 
в (3) может быть положен равным нулю. Тогда 

- / 1 =_о_ ,2 
i R2 

(µ + 1) (µ + 2) "(~) 
8µ2 

(8) 

При вычислении J; 1воспользуем.ся {8]. В резудьтате J; может быть вы
раж.ено через производные пол:ных эллиптических интеграл·ов первого 

K(k) и второю E(k) рода: 

/
2 

= !.!.. (- l)µ+i _l_ (1 + cos ~)2 ~µ+1 ~ Х 
R2 16л: sin2 ~ q3µ1 д~µ 

х {~f(l -2k2)E(k) + (1 -k2
) К (k)J}. 

l -k2 
(9) 

где 

~ = _!:_ q = 
2 л: sin ~. 

· r ' 1 
4q2 k2 =--'--

~2 + 4q2 ' 

для частною случая µ= 1, 2, 3; 

(10) 

1 л. 1 
А, л. 

1 А, 1 
А, в. в. в. 

1 Е, 1 
в. 

Приµ = 1 
1 -

3 
I 

13 -8 
1 ol о 3 -7 4 

1 о 1 о 

Приµ = 2 l -12 I 90 -1201 481 о 12 -51 63 l -24 / о 

Приµ= 3 1-601693 1-1497 J 12721-384 60 1-408 1 816 1-660 l 192 

Значения коэффи циентов А2п и В2п приведены в таблице. При вычf!с-

" 
лени•и нормирующего множителя в (2), т . е. величины 2n Jl(~) sin ~d~, 

о 

учтем, что согла·сно 1[7] и в ·соотве11ствии с (3) и ( 4): 

" 
2n j' 7 (А) sin AdA = _!_о_ л:а-2 = .l-2.... nrz (µ + 1) (µ + 2) 

lt' t't' R2 RZ 2 • 
о µ 

( 11) 
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При интегрировании / 2 по поверхности единичной сферы воспо.1ьзуем
ся {8] и ,сначала проведем иятегрираван,ие по ~ · В результате получ·им 

л 

S 1 (р) sш pdp = ~ г2 (µ + о (µ + 2) ( 1 - µ + ... J . ( 12) 
R2 µ 2 2р0 (µ + 2) 

о 

a:(}J) 

2 

,\ 

\2 0,5 . 
3\ 

\ 
"\ 

~ . +. ' ', ,_ 
~ ............ ': 

о 1 2 f1° 

Рис . 2. Индикатриса рассе
яния Xm (~). кривые 1, 2, 3 
изобра ,жают индикатрису на 
участке 0-'2° : 1 - для µ= 
= \, г=6 AIKAt: 2-для µ2= 
=2, r=5 мкм; 3 - для µ= 

=3, Г=6 А/КМ 
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Для рассматриваемого случая ро~ 1 при 
построении индикатрисы можно вполне с хо

рошим приближением положить 

л 

Г J(p s111 pdp = ~ г2 <µ + IHµ + 2>. (13) 
J . R2 µ2 
о 

Используя (8), ( 1 О) и ( 13), запишем среднюю 
индикатрису для полидисперсного аэрозоля в 

виде 

Хт (р) = _l_ {-r (р) + 
16л: 

2 

+ _!.о_ Ро ( 1 - k2)'/, Х 
л: k2µ2 (µ + 2)! 

µ+1 

х (1 + cos.P)2 L [ А2п Е (k) + В2п к (k)J k2n}. 
о 

(14) 

Представим индикатрису Xni (B) для µ= 1, 2, 3 
в прямоугольной системе координат (рис. 2 
и 3). (Масштаб на рис. 3 относится !\ кривым 
4, 5, 6, кривая 7 имеет масштаб, в 10 раз 
больший. Кривые 1, 2, 3 на рис. 2 имеют уве
личенный в 30 раз по оси абсцисс и уменьшен
ный в 1000 раз по оси ординат масштаб.) 

В области больших углов (55-180°), как 
показано на рис. 3 (кривая 7), различие в па
раметрах µ и 1r не существенно, так как в этой 
области углов основной вклад в индикатрису 
дает -член 't (В), описывающий геометрическую 
оптику. 

Изменение масштабов - явно показывает, 
что рассеянный свет в основном локализован 
в области малых углов, т. е. индикатриса силь
но вытянута вперед и имеет малую ширину. 

Максимум под углом 140° соответствует пер
вой радуге. 

Особый интерес представляет характери
стика главного лепестка индикатрисы . Она 
характеризуется двумя величинами: макси

мальным значением Xm (О) и шириной глав
ного лепестка Лm; Хт (О) можно получить как 
непосредственно из ( 14), так и из (2), (7), (8) 
и (13), полагая в них В=О. 



В результат,е получаем 

Хт (О) = l~n: [ 't (О) + 2р~ (µ + 3)µ~ + 4) ] . 

Для сравнения 'пР'иведем значения индикатрисы ,в мак,симум1:: для моно· 
дисперсного аэрозоля: 

х (О)= -1 -[-с (О)+ 2р2 ]. 
16n: 

Поэтому в случае 2р~ » -с (О) и 2р2 )) -с (О) приближенно с очень хорошей 
точностью можно пренебречь -с (О). Тогда 

z(j3) 
х 

{ 5 

7,5 1: 6 

ч 

0,5 

о 

\( 
1: 
\~ 
д: 

20 

2 
х (О) ::::::: ~ (µ + 3) (µ + 4) (15) 
т 8n: µ~ ' 

х (О)::::::: L. (16) 
8n: 

Рнс. 3. Индикатриса рассеяния Xm (~) . Кривые 4, 5, 6 изобра
жают .индика11р.ису на участке 5 -'50°, кр~И1вая 7 - 55-180°, 4-
для µ= 1, r=6 мкм, 5 - для µ=2, r=б А/КМ, 6 - для µ=3, 

r=6 AtKAt 

40 60 80 100 120 140 160 11/Л jl~ 

Сравнивая (15) и (16), при р=ро получим 

Хт (О) = (µ + 3) (µ + 4) Х (О). 
µ2 

(17) 

Итак: Xm.(0)/x(O) при µ= 1 равно 20, при µ=2-7,5 и при ~L= 
=3-4,7. 

В каче.стве меры ширины главного лепе.стка индикатрисы возьмем 
значение радиуса кривизны индикатрисы в области ее максимуиа, т. е. 

Л = -. f _ х~ (О) Л = -. / _ х (О) 
т V хт (О) ' V х" (О) ' 

где дифференцирование производится по ~. Аналогично xm(O) и х (О) 
при ро~ 1, Лm и Л с большой точностью не зависят от -с(О) . В резуль
тате из (14) или из (2) и (7) пр1и р=р0 получа.ем 
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где Л ~ V 2/р,,. 

Лт = ___ __,µ'------- Л, 

V(µ +s) (µ+в) 
(18) 

Следовательно при всех µ:#О ,Лm<1Л. Итак: Лm/Л при µ=1 равно 
0,154, при µ=2-0,253, при µ=3-0,354. 

Причина различия параметров главного .11епестка полидисперсного 
и монодисперсного аэрозолей определяется од,н~им общим свойствоы 
распред.еления f(a). Для того чтобы это было яоно, пред(:тавим (18), 
( 17) Хт (О) и Лm в следующем виде: 

а4 
Хт (О)= Х (О)-_-, 

,2а2 

л~ = л2 а4г2 . 
а-а 

(19) 

(20) 

Для совершенно произвольных раопределений при существованип 
моментов {9] из·вестно следующее соотношение: 

(21) 

Причем знак равенства им.е.ет место для дельта-ра,спределения. Отсюда 
следует 

-->-- - --> -(l4 (i2 ( а )2 (i6 v~ а2 ( а )2 
{i2,2 (1'-2 r ' a4r2 ~2 а2 r • 

Так.им образом, ( 19) 'И (20) можно представить в 'ВИде 

:т(~~) = ~1 ( ~ У' ( л: )2 = ~2 ( ; У' 
где ~1>1, ~2>1. Степень отличия от единицы определяется видо'\1 f(a). 
Остановимся на соотношении ii/r. Известно, что одной из ха;:>актери
стик ра,спределений явлнеТ<ся асимметрия {7], к·оторая может быть опре
делена следующим образом: а= (fi-r)/cr, где cr- стандарт распреде
лен~ия. Встречающиеся на практике раопределения ([5] и рис. 1) харак
теризуются а>О. Для частного случая гамма-раолределения fi/r= 
= (µ+ 1)/µ>1. Таким образом, во всех практически встречающихся 
случаях Хт (О) >rx (О), Л'm < Л. 

В случае гамма-ра.спределения 1при µ--+оо f(a)--+б(a-r) и, следо
вательно, xm(O)--+-x(O), Лm--+Л. Для несимметричных распределений 
с а<О (1f (а) (пола.гая ~более [JрИ ма171ых, чем при больших а) соотноше
ния между Хт (О) и х (О), Лm и Л будут зависеть от конкрет!-!оrо вида 
распределения, в частности, возмож.ны также случаи, когда Xm(O) < 
<'Х(О) и Лm>Л. 

В {7] показано, что асимптотические формулы (6) и (7) достаточ
но хорошо ·выполняются лри р~50 для всей области значений 
О~~~п. Для меньших значе-ний р точность у·казанных формул ухуд
шается. При рассеяни~и света на больших каплях обычно ооновной 
интерес с точки зрения иJщикатрисы предста'Вляет ее главный ле:::Iс
сток. По этому Ж·е вопросу в [7] указано, что формулы (6) и (7) для 
главного лепестка индикатрисы имеют высокую точность для знач:и
гельно меньших значений pd:l0-;-15 (для r--5-7-6 мк.м э10 соответ
ствует Л--2-7-3 мкм, т. е. 1инфракрасной области опектра раосеиваеыой 
радиации). 
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