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(К общей теории траекторнй корней) 

В работе предложен метод пос:гроения полного корневого годографа, состоящего 
из корневого годографа и годографа параметра траекторий корней для получения воз
можно более исчерпывающей информации о динамике систем с обратной связью. Ука
заны основные формулы для построения годографа параметра, получаемые аналити
чески t методом траекторий корней, и основные свойства годографов параметра. Рабо
та проиллюстрирована построением типичных полных корневых годографов. 

В основных работах, посвященных теории корневых годографов, 
исследованию и проектированию агктивных линейных и ли.неаризован
ных систем с 'Помощью метода траекторий корней, построение корНrевых 
годографов -сопровождается ка.1ибровкой (тарировкой) их по -свобод
ному параметру, выбранному в качестве параметра траекторий корней 
[1-6]. Для этого используе'I'Ся геометрическая форl'>1ула параметра 
траекторий корней вида 

п 

П IP -Pv 1 

р = _1 ____ (- l)N+J' 
т 

П 1p-Zµ1 
1 

(1) 

где IP-Pv 1 и jp-zµj - модули -векюров, проведенных из начальных 
и предельных точек соответственно до заданной точки, лежащей на 
траекториях корней, N =0,± 1 ±2 ... 

В работах, посвященных аналитическому методу траектор:-~й кор
ней, приводят·ся другие формулы параметра траекгоР'ИЙ корней, однако 
они также применяются для тарировки кор·невых годографов или нахо
ждения критических значений параметра (3-7]. 

В ряде работ производи'Кя тарировка семейства 'Корневых годо
графов построением на плоскости р ортогонального им семейства кри
вых, соответствующих постоянным значениям параметра р {8, 9]. В ра
боте [9] такие ~семейства ортогональных кривых называются обобщен
ными корневыми годографами. 

60 



Построение на плоскости р = б + j(J) линий постоянного значения 
параметра (например коэффициент усиления) также nримtняется при 
изучении многочастотных ,систем {10]. 

Более подробно даюкя формулы па.раметра при исследовании раз
личных т,ипов траекторий корней класса (4; О] в работе {11], а также 
при исследовании ,систем с машинным усилителем [12]. А. Горов,иц [6] 
указывает на возможность упрощения построения 1корневых годогра

фов геометрическим методом при иопользовании графиков 1 /р(б), вет
ви которых в полюсах передаточной функции уходят ~в бесконечност!:> 
и в нулях пересекают ось б. 

С помощью формул параме~ра аналитического метода траекторлй 
корней можно получать богатую информацию о динам•ических свой
ствах •систем в области устойчивости при изменении любого свободного 
параметра, ли.нейно входящего в коэффициенты характеристического 
уравнения. 

Ниже получим формулы параметра и введем понятие годографа 
пара мет,ра траекторлй ,корней в плоскости ( б, р) и ( (J), р) и полн ото 
корневого годографа. Рассмотрим общие свойства годографа параметра 
и проиллюстрируем построение полного корневого годографа для ряда 
типичных случаев . 

ХарактеР'истическ•ое уравнение ,с линей.но входящим в (т+ 1) коэф
фициент свободным параметром, может быть записано n виде 

(2) 

где р - свободный параметр (параметр траекторий корней), Фn и Ч'm
полиномы от p=б+j(J) целых положит,ельных 1степеней п и т (п~т). 
Полагая {3] в уравнении (2) : 

где 

Фг = Ф~) (б) --~ Ф~2) (б) + (J)
4

4 
Ф~4 > (б) - ... , 

21 ! 

ф = ф(l) (б) - _!:!___ ф(З) (б) + -(J)~ ф(5 ) (б) - " . 
s п 31 п 51 п ' 

Ч' = Ч'(О) (б) - _!:!___ Ч'(2) (б) + (J)4 Ч'(4) (б) - " . 
г т 21 т 4! т ' 

чr . = чr<l) (б) - _!:!___ чr<3> (б) + ~ чr<5> (б) - ... 
1 т 3! т 5! т ' 

получаем уравнение траек'J\орий ~орней вида 

(J)=O и 'ФгЧ';-Ф;Ч'г=О. 

Здесь в верхних скобках указан порядок производных по б. 

(3) 

(4) 

(5) 

Собирая члены при одинаковых ,степенях (J) в уравнении (5), имеем 

( 
ф(О)чr(I) - ф(\)qr(O ) )- (J)2 ( ф(О)чт(З ) ф(\ ) чr(2) ф(2 ) чr(I ) ф(З ) чт(О ) ) 
О! 1 ! 1 ! О! 01 31 11 2! + 2! 11 3! О! + 

+ (J)4 ( Ф<о>чr<5> _ Фо>чr<4 J + Ф<2>чr<з> Ф<з>чr<2 ) + Ф<4>чr<I> чr<5 ) чr<о > ) _ 
0151 1141 213! 3121 4!1! 5101 

- 6 ( ф(О ) ЧТ(7) - Ф(7)ЧТ(О) ) -
(J) О! 71 . • • 71 О! . + ... - О. (6) 
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Формулы параметра траекторий корней для (J) =F О имеют вид 
ы2 ы4 

ф(О) (б) - - ф(2) (б) + - ф(4) (б) -
Фг п 21 п 41 п ... 

-р = - = ----------------
Ч' ы2 ы' 

г чr<0> (б) - - чr<2> (б) + - чr<4 > (б) - -
т 2! т 4! т . . . . 

(7) 

или 

ы2 ы4 
ф(I) (б) - - ф(З) (б) + - ф(5) (б) -

Ф· п 3! п 51 п . .. 
-р = _, ----------------

Ч' ы2 ы4 
s чr< 1 > (б) - - чr<3 > (б) + - чr<5 > (б) -

т 31 т 51 т ... 

(8) 

Для действительной оси ffi =О и согласно (7) и (4) 

_ р = Фп (б) _ аобп + а1бп-1 + ... + ап. 1б + ап 
Ч'т (б) - Ь0бrп + Ь1бт· 1 + ... + Ьт. 1б + Ьт' (9) 

где ао, а1, ... , ап и Ьо, Ь1, ... , Ьт - коэффициенты полиноi\IОВ Фn и Ч1"т 
соответственно. 

Уравнение траекторий кQрней (6) для систем классов ' {2; 1], [2 ; 2], 
[3; OJ, (3; 1], [4; О] первого порядка отноеительнQ (1) 2 и второго порядка 
( ffi 2) 2 для <:ист.ем классов [3; 2], {3; 3], {4; 1], [4; 2] , {5; О], f5; 1] и f6; О], 
поэrому, QПределив из уравнения траекторий I<орней ю2 и подсrавив 
в уравнен.не (7) или (8), можно получить формулы параметра в функ
ции б: 

Р = Pro;eo [б, ffi2 (б)J = Pro;t:o (б), (10) 

справедливые в области наличия комплек,сных корней уравнения (2) 
или комплексных ветвей корнеоого годографа. 

Аналогично возможно построение зависимости р от б по уравне
нию (10) для <:ист.ем любого порядка. 

Кроме указанных выше формул параметра траекторий корне~"r 
возможно получение формулы параметра непосредственно из уравне
ния (2). Подставляя в (2) из уравнения (3) Фп (р) и Ч1",,, (р) и :выделяя 
действительную часть, запишем 

(11) 

Эта формула справедлива при любых значениях (!). Однако онп 
является бол·ее сложн,ой, и ,пользование ею удобнQ в -случае получеН'nЯ 
неоnреде.ленных значений р для некоторых точек траекторий корней П'J 
формулам данным выше . 

Построение траекторвй корней на плоскости комплексных частот р 
по уравнению (6) определяет как ПQЛожительный (р>О), та1< и отрм
цательный (р<О) корневой годограф. Это соответствует отрицательной 
и положительной обратным связям. 

Годографом параметра траекторий корней будем называть :::озо
купность нсех кривых: 

Р = Pro= O (б), Р = Pro# (б) И Р = Pll=const (ffi), (12) 

пост.рое.иных на плQскости параметра траекторий корне:~ (б, р) •иди на 
ПЛОСК·ОСТИ ((!), р) !ГЮ формулам (7) и (8) для (J)*o и (9) для (!) =0. 
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Последний случай р (w) имеет место, когда существуют ветви 1Корне
вого годографа параллельные мнимой оси. 

ПоложитеJ1ьному корневому годографу на плоскостях (б, р) и 
(w, р) соответствуют годографы параметра траек1'орий корней (годо
г.раф парамет.ра), цостроенные в верхней полуплоск'Ости, и отрицатель
ному корневому тодографу соответствует годограф параметра, постро
енный в нижней полуплоскости параметра траекторий корней. 

Совокупность корневого годогра
фа и годографа параметра траекторий 
корней будем называть полным корне
вым годографом (положительным или · 
отрицательным) характеристического 
уравнения (2) или системы, описывае
мой этим уравнением. 

Перейдем к рассмотрению свойств 
годографа параметра траекторий кор
ней и примерам построения полного 

корневого годографа. 
Рассмотрим ветви годографа па

раметра. Определяемые формулой (9) 
для корней, находящихся на действи
тельной оси. По определению в началь
ных точках р =О и в предельных для 
нечетных траекторий корней p-r+ оо 
и для четных траекторий р-+-оо. 

Из формулы (9) следует, что для 

---::6 

Рис. 1 

· р 

5 
4 

3 

2 

б 

2 

n>m и при б-+± оо значение параметра р стремится к ± оо. 
В случае n=m при б-++оо, согласно (9), значение р стремится к 

конечному пределу : 

ао 
-р = -. 

Ьо 
(13) 

На рисунках положение начальных точек отмечено крестиком, предель
ных - кружком, стрелка указывает направление перемещения 1<орня 

по нечетной траектории (р>О) .1i двойные стрелки по четной траекто
рии (р<О). 

Для любых систем класса [п; m=n] и (п; п-1] в случае чередова
ния начальных и предельных точек на действительной оси годограф 
параметра полностью решает задачу о расположении всех действи
тельных корней для заданных .р. На рис. 1 построены годограф парамет
ра и корневой годограф системы класса (3; 3], характеристическое урав
нение которой 

(р + 2) (р + 4) (р + 6) + р (р + 1) (р + 3) (р + 5) = о 

или 

(р3 -f- 12р2 + 44р + 48) + р (р3 + 9р2 + 23р + 15) = 0. 

При .р>О система всегда устойчива, при р<О система устойчива в ин
тервале - l<p<O, в интервале - 3,33«p1<-l система апериодически 
неустойчива, при р<-3,33 система снова устойчива . Положение всех 
корней при .p=const задано однозначно (кроме р=-1). 

Рассмотрим построение полного корневого годографа заданной фи
зической системы, соответствующего (рис. 2) уравнению класса [3; О] : 

р (р + 1) (р + 2) + р = р3 + 3р2 + 2р + р = 0. 
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Уравнение траекторий корней (1) 2 =36+6б+2 представляет собой 
гиперболу (рис. 2, 6) с центром, совпадающим с центром асимптот 
а*=-1. 

Для траекторий корней, лежащих на действительной оси, годограф 
параметра .имеет нид ,согласно (9) -rr=б(б+ 1) (б+2) (рис. 2, а) 
стреJжами показаны направл.ения перемещения действ.ительных корней 

для положиtельного и отрицательного годографов с увеличением 1р1-
Кривая р=р (б) имеет экстремумы в точках а и Ь, соответствующих 

w= O 
двухкратным корням. В области р1 ;::,:р;::,:р2 все корни действительные, 
их по.тюжение однозначно определено. Далее с возрастанием р по мо
дулю образуются комплексные корни. Для построения комплексных вет
вей годографа параметра необходимо пользоваться формулами (7) и 
другими для (!)=#=О. Формула параметра (для (J)=FO) согласно (7), при
нимает вид 

- р = б3 + Зб2 + 2,б-3(1)2 (б + 1). 

Или, подставляя сюда значение (1) 2, получаем 

р = 863 + 2462 + 226 + 6. 

Эти формулы справедливы только в областях р>а и -р<Ь. 
На рис. 2, 6 и 2, в построены полные положительный и отрицатель

ный корневые годографы системы. Система имеет область устойчивости 
при р>О. Значению .р2 соответствуют три действительных корня, значе
ниям р 1 и р3 два комплексно-сопряженных и один действительный 
корень. 

Рассмотрим случай, когда с возрастанием 1 P'I от нуля имеет место 
образование комплексных ветвей траекторий и их выход с плоскости р 
на действительную ось. Пусть характеристическое уравнение имеет вид 

(р + 1) (Р + 2) + рр = (р2 + Зр + 2) + РР = О. 
Построим полный корневой годограф. Уравнение траекторий корней име
ет вид (рис. 3, а) 

(1)2 + б2 = <V2)2 и (!) = О. 

Формулы параметра для комплексных ветвей траекторий, согласно 
(7) и (8): 

1)2 + Зб + 2 - (1)2 = 2~ + 3 
-р= /) u 

и для (!) = О, согласно (9): 

На рис. 3, 6 построен годограф параметра. Комплексные корни имеют 
место при .р<О. Формула параметра для (J)=FO справедлива в области 
-V2<б<V2. Для положительного годографа параметра имеются две 
области отрицательных действительных корней 0>6>-1 и б<-2. Для 
отрицательного годографа параметра в области устойчивости (O>ip>-3) 
имеется область действительных и область комплексных корней. Точке 
Ь (6=+V2) соответствует двойной корень. Далее с уменьшением р 
образуется пара действительных положительных корней. 

При перенесении мнимой оси плоскости р общий вид корневого го
дографа не изменяется . Новому положению мнимой оси при том же 
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взаимном расположении основных точек, соответствует иной годограф 
параметра корней (другая физическая система). 

jJ а 

-2 - / 

JW 

.Р 

ч. 

3 

2 

о 

! 2 
-/ 

-2 
{} 

2 -3 

-4 """-

-s """-

-6 

Рис . 2 Рис. 3 

Рассмотрим полный корневой годограф системы класса {2; О] . Урав
нения траекторий и формулы параметра имеют вид 

m = О и - р = а/)2 + а1б + а2, 

На рис. 4 даны траеюории корней системы {2; О], для которой ао= 1, 
а1=3, а2 = 2. Траекториями являются ось абсцисс б и линия параллель
ная оси jm (б=-1,5). Для действительной оси параметр р является 
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функцией б, а для комплексной ветви .р - функция (!). В этом проявляет
ся особенность траекторий, параллельных оси j(!). 

Рассмотрим траектории корней системы, в которой возможен пере
ход корней, уходящих в бесконечность по траекториям, параллельным 
мнимой оси j(!), на действительную ось. 

[(р + 1)2 + 9J + р [(р + 1)2 + 4J = (р2 + 2р + 10) + р (р2 + 2р + 5) =о. 

Уравнение траекторий (!)=О и 6=-1. Формулы параметра соответст-
вен но 
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- р = б2 + 2б + 5 ' 



62 + 26 + 1 о - (j)2 9 - (j)2 

- р = 62 + 26 + 5 - (1)2 = 4 - (j)2 • 

При б-++оо и ffi-++oo обе эти формулы дают р=-1, происходит пе
рескок корней, удаляющихся в бесконечность при р-+-1 по траектори
ям, параллельным оси jffi из левой полуплоскости в правую. 

На рис. 5 приведены корневой годограф (а) и годограф парамет
ра, являющегося функцией б или ffi (соответственно рис. 5, 6, в); здесь 
р=К. 

При указанном расположении начальных и предельных точек не
возможна реализация системы с колебательной устойчивостью в пре
делах -1 ~б~О. Это результат идеализации системы, так как в реаль
ной системе параметры ее произвольно изменяются, и тогда нет пе
рехода траекторий корней через бесконечность. 

Аналогично могут быть построены полные корневые годографы для 
систем разных классов {п; т] или для других свободных параметров, 
рассмотренных выше систем. 

Полный корневой годограф для системы классов (п; т] и [п; п-1] 
со всеми действительными чередующимися основными точками строится 
на одном рисунке, совмещая корневой годограф и годограф параметра 
(см. рис. 1). Для построения полного корневого годографа характери
стических уравнений, имеющих комплексные ветви, строится отдельно 
корневой годограф и годограф параметра. При наличии в корневом го
дограф~ ветвей, параллельных мнщюй оси, дополнительно строится 
часть годографа параметра в функции (J) (рис . 5, в). 

Выше проиллюстрированы типичные примеры построения полных 
корневых годографов. Теперь перейдем к общим замечаниям . 

С помощью полного корневого годографа решается задача нахож
дения всех комплексных частот системы для заданного (например в об
ласти устойчивости) параметра траекторий корней (p=const), а также 
определяются возможные колебательные режимы системы (близкие или 
далекие комплексные корни, все действительные корни, изменение сте
пени устойчивости системы, изменение колебательности системы, вы
деление доминирующих корней для заданного .р, исследование переход

ных процессов с изменением р, и т. п.) в различных областях значений 
свободного параметра (рис . 2). 

В случае задания Фп (р) и Ч1'm(Р) в виде полиномов, по формуле (9) 
можно графически определить начальные (р=О) и предельные точки 
(р-++ оо). Этим построением определяются также области действитель
ных корней положительных и отрицательных корневых годографов и 
по годографу параметра их положение. 

По асимптотическим свойствам корневого годографа определяется 
возможное расположение комплексных корней. 

Широкое применение вычислительных машин дает возможность точ
ного построения полного корневого годографа по стандартным програм
мам. Указанные свойства полного корневого годографа позволяют бо
лее рационально использовать машинное время при нахождении корней 
характеристических уравнений п-го порядка. 

Следует заметить, что объем вычислений при построении полного 
корневого годографа значительно меньше, чем это необходимо для пос
троения семейства некоторых частотных характеристик для различных 
значений свободного параметра . 

Полный корневой годограф (6), (12) дает информацию о возмож
ных динамических свойствах систем, движение которых описываются 
обыкновенными дифференциальными уравнениями. 
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