
Ш-е елт7t и~ 
московско·го УНИВЕРСИТЕТА 

№ 1-1973 

УДК 535.14 

А. Б. КУКАНОВ, Б. Д. ОРИСА, В. И. БУРЛАКОВ 

ИЗЛУЧЕНИЕ ПЕРЕМЕННЫМ ЭЛЕКТРИЧЕСКИМ ДИПОЛЕМ 

В ГИРОТРОПНОЙ СРЕДЕ 

Рассмотрена задача об излучении переменным электрическим диполем, помещен
ным в начале координат в бесконечной гиротропной среде. На основе разработанного 
метода при определенных условиях, наложенных на элементы тензора диэлектрической 
проницаемости среды и при учете лишь частотной дисперсии проведено интегрирова
ние выражения для мощности излучения по пространству волновых чисел и найдено 
аналитическое выражение этой мощности. При перехЬде к случаю анизотропной (не
гиротропной) среды полученные для интенсивности излучения формулы совпадают с 
известными результатами. ' 

В связи с бурным ' развитием космической техники вопрос об излу
чении в гиротропной среде переменным электрическим диполем, т. е. 
простейшей моделью излучающей антенны, в пос,лед:ние годы приобре.'1 
особую актуальность. Общее выраж·ение для интенсивности излучения 
таким диполем в гиротропной •среде было найдено в ,(1], однако инте
грирование этого выраж.ения по пространству ~олновых чи;:;ел до конца 

в аналитическом 'Виде; в работе [1], так ж.е как и в последующих рабо
тах других авторов {2-6], проведено не было. В работе [7) изучено вол
новое поле электрического диполя в гиротропной ~среде. Волновое поле 
в слоистой гиротропной среде, возбуждаемое передающей антенной 
спутника, изучено в {8]. Вопрос о ~сопротивлении излучения антенны 
(переменного диполя), помещенной в гиротропную •Среду, рассматри
вался в [9-12]. Обычный способ вычисления потерь на излучение та
ким излучателем-:- числ.енное интегрирование {13, 14]. Мы хотим пока
зать в настоящей работе, что · вы'ражение· для потерь энергии на излу
чение в случае гиротропной среды . при учете лишь ча1стотной дисперсии 
может быть проинтегрир1овано в аналитическом виде на основе метода, 
предложенного в 1[15, .16]. 

. ~ 

Будем ·считать точечный электрический диполь с мо:ментом р по-
мещенный в ~начале юоорJJ;:и.нат. Плотность эле~к-nричеС'1югq тока следует 
записать в виде 

(1) 

Тензоры электрической и магнитной проницаемости среды f.i/1.= 

= Бi11 ( w), µ i/1. = µik ( w) запишем в виде 
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(2) 

Выражение для мощности излучени5,1 переменным электрически м дипо
лем может быть записано в виде (16] 

J ~ s ы~ Mµv(nj)PµPv 
W = - - .l.JRe - . - п . sin 6d6d<p. 

8л: i с3 Aj (п~ 1 - п:._ 1 ) 
1 (3) 

З'д-еlсь и ниже в формулах для W величины 8iя (w) и µili (w) ДIQлжны 
быть взяты при w = wa. 

п~ = п~ (6) = -[('у + б) х~ -vJ + j V [(у + б) х~ -y]2 -4'i' (axj + ~х~ + о) (4) 
1 1 2(axj + ~x5 + o) 

i= + l.-1 
кррни уравнения Френеля 

f т 1 - А (п2 - п2 ) (п2 - пz ) - О µv - +1 -1 - ' 

а = (8з - 81) (µз - µ1); ~ = 81 (µз - µ1) + µ1 (8з - 81); 

у= 8183 (µi- µ~) + µ1µ3 (8i- 8~); б = - 283µ 3 (81µ1 + 82µ2); 

<1 = 81µ1; '!' = 8зµз (8i-ф (µi- µ~); 

А= µз1 (µi- µ~)-1 
[ 81 (xi + х~) + 83x~J [µ1 (xi + х~) + µ3хП, 

-У 

% (Х1, %2, Хз) = {sin 6 COS <р; Sin 6 Sin <р; COS 6} 
-У 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

единичный вектор вдоль волнового вектора k, с- скорость света в вакуу-
ме, Mµv (п;) - алгебраические дополнения элементов fµv в определителе 
det Т = J Т µv \,выраженные в функции n;. Учитывая, что . 

т т т 

J (М12 + М21) dcp = S (М1з + Мз1) dcp = .\ (М2з + Мз2) dcp = О, 
о о о 

Если ввести новую переменную f; = n; (6) cos 6 [16J, то 

nid cos 8 

А1· (п2 - п2 ) +1 -1 

µ3 (µf- µ~) dtj 
-~~======================== 

i V<v· - ~ф2 -4о [atJ + <v+б) ty + '\JI 
(11) 

Таким образом, формула (10) может быть переписана в виде 

W = ~(W)I + Wf). (12) 
j 
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2 4 -npt> 
w)I = _!2_ (J)o Re r 

4 с3 ,) 
nj(O) 

М 11 (t ;) µ. 3 (µ. I - µ.~) dt j 

j V ai tj + 2a2t] + а5 
М 11 (t;) = µ3 1 (µi- µ~)- 1 {µ3 (ei- е~) (µi- µ~) - е1 (µу -µ~) х 

(13) 

Х (n]- t7) - 2µ3 (µ1 е1 + µ2е2) t7 + µ1 t7п] + (µ3 - µ1) tJ}, ( 14) 

М1- (t;) µ. 3 (µ.I - µ.~) dti 

j Vai tj + 2a.zt7 + а~ 
( 15) 

м .1. <9 = µ3
1 

(µi - µ~)- 1 { е1е3µ3 (µ i - µ~) - µ1µ3 r е1п7 + (е3 - е1) t7J-

- _1 (µi - µ 22) ез (n2 - t2) + _1 (п~ - t21. )[µ1п2 + (µ3 - µ1) t~J l. ( 16) 
2 1 1 2 1 } . lf 

В _(13) и (15) внедены обозначения 

СХ1 = е1µ3 - µtез, СХ2 = 2е3µ3 (е1µ2 + µ1е2)2 - CXi(X·3; 

а3 = µ1µ3 (ei- е~) - е1е3 (µу-µ~); 

а в (14) и (16) вместо п~ мы должны подставить 

(у - ~t~) + j V а2 t~ + 2a.zt~ + ~ ; 
п2 = 1 1 1 1 - .j • 

1 2а 

Введем теперь новую замену переменных 

j V аИ + 2a2t] + а~ = 1 а1 1 t7 + и; 

(17) 

(18) 

и ограничим1ся в дальнейшем случаем гиротропного диэлектрика, ·r. е. 

положим µl=µз= l, µz= O. Из формулы (18) .сл,едует, что 

и~-~ 
t~ - 1 -.j 

1-
2 (а2 - 1 а1 \ Uj) 

(19) 

Дальнейшие преобразования и интегрировани.е по переменной U j про
ведем для -случая 

При этом 

Записывая tj в виде 

получим 

6* 

а5- а~/ат t7=------
2a1 (a2 /ai - uj) 

a5-a~Jai 
2е1 (a.z/ai - Uj) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 
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В переменной uj формулы (13) - (16) могут быть переписаны в виде 

W
..J.. __ (РТ + Р~) 
1 -

2 

Ml.(u j) =-21 [-аз + 11з-а.z,/а1 (8з + аз-а2/а1 + a2/ai + 
281 281 2а1 

+ 'а3 + а2/а1 ) + ( а3 -а2/а1 _ l) uj + 
2а1 4а181 

/ / ( / ) (~ -а22/а21) + (
83 

+ аз-а.z. а1 + a..z, а1 _ 83 a3 -a.z_ а1 ) _-_;5 __ _ 

281 а1 2а181 281 (иj - а2/а1) 

83 (а~ - а~ / ат)2] 
- 48ia1 . (uj - а2/ а1)2 . 

Здесь 

uj = j 1 82 / { 1 ( 81 + 83) 
1 
:: 

1 + j 1 821 \-
1 
:: 

1 
1 81 - 83., } - 81 1 81 - 83 j. 

(j = ± 1) 

Знак плюс перед радикалом следует взять в случае, если 

и7- а~> О, а2/а1 -uj >О, 

знак минус - если 

и7-а~< О; а2/а1 -uj <О. 

Пусть -а3 < а2/а1 < а3 , т. е . 

8з >О, l 82 I < а1. 
.Тогда при j = + 1, учитывая (28) и (3), имеем 

a..z. -
с= -а3 <Ь =-<и+1 <. и<.а = ~3· 

ai 

(26) 

(27) 

(28) 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 

Для вычислений мы ДQJ1жны воспользовwгься формулами (236) и (313) 
книги о 7]: 

(33) ,. ' 
\ 

~4, ' . 
' . 



-
и+1 

S и du = ga3 (F - 2Е), (34) 
У(а3 -и) (и-а2/а1) (и + а3) 

х 

Здесь 

а, 

dи 
------~-------~-

а, 
(и-а2/ а1) У(а3-и) (и-а2/а1J (и + аз) 

g k' 2 F - Е + dnvtnv 

(aJ - а2/а1) k' 2 

du 

k' 2 (2k' 2 
- k2) F + 2 (2k2 - 1) Е + (2 - 4k2 +'k' 2 nc2v) dnv tnv 

Зk'4 

(35) 

(36) 

k2 = а-Ь 
а-с 

g = ___ 2 __ = • / а2з k'2 = l -k2; 
Уа-с V 

F = F (<р 1 , k); Е = Е (<р 1 , k) <р 1 = amv = arcsin i/ 

= arcsin • / аз -Ин ; snv = sln <р1 ; V аз -ai/ ai 

dnv = Vl - k2 sin 2 <p1 ; tnv = snv . 
cnv 

1 
а-ин 

а-Ь 

(37) 

Используя эти интегралы, проводим интегрировани-е формул (24) 
и (26) по и при условиях (20) и (31): 

р2 004 '/ 1 ) Е2 W)~+1 = _з_. _о_(~)• (1 + ~ _2 F+ 
2 с3 ai ЗЕ1 ат 

+ [-~ --1 (7 + ~) е~ ]в + dnvtnu х 
3 3 Е1 а2 

1 

х [~ + (1 + ~) _S__ы]); (38) 
3 , Зе1 af За1 

W~+1 = РТ + Р~. (1)! ·(~)'/2{-2~ . . Е~ (i-~)F + 
4 с ai е1 а2 Зе1 1 

+ r 1- ~3-+ Е~ (i +-7
- ~-~ · Е~ )]в + dnvfnV Х 

L ЗЕ1 ат 3 Е1 3 ет 
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При j=-1, учитывая (28) и (29), имеем 

u_ 1 < и<с = -а3 <Ь = а2/а1 <а= а3 (40) 

Для вычислений мы должны воспользоваться формулами (232) и (312) 
книги [17]: 

-

S' у'°(а,-и) (а,/~"_и)(-а, -и) 
--а, 

=- gP, 

udu 
-~---------- = ga3 (F- 2Е + 2dm.1 tnv), 

-а, 
У(а3 -и) (~/а1 -и) (- а3 - и) 

-

S' (а,/а, -и) ]f (a, -и) ~:!а, -и) (-а, -и) 
-а, 

-

S' ( а,f п,- и)' ]f (а, - и)d; а,/а, - и) (-а, 1- и) 
--а, 

g (2 - Зk2) k' 2 F + 2 (2k2 - 1) Е + k2snv cnv dnv 

(~/ai + аз)2 Зk4 

Здесь k2 , k' 2
, g даются формулами (37), а F = F (ср- 1 , k); 

Е = Е (ср-1 , k); ср- 1 = ат v = arcsiп-. f с - ~- 1 v Ь-и_1 

= arcsiп ... r - аз - ~-l ; sn v = sln CJJ-1; dn v = v 1 - k2 sin 2 CJJ-1· V a2/ai - и_1 

( 41) 

(42) 

(43) 

(44) 

Выписанные интегралы решают задачу интегрирования формул (24) н 
(26) по и при условиях (20) и (31): 

W)~-1 = ~ . ro~ (~)''• 1-cl + ~) е~ F + 
2 сз ai Зе1 af 

+ - + - 7+- - Е -dnutnv - ---· ; r 2 1 ( е3 ) е~ ] ( 4 ~~ 1 е. / ) ) 
3 3 е1 ат 3 ат За1 . 

(45) 

(46) 
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Как известно, для электронной плазмы при условии пренебрежения 
пространственной дисперсией и без учета диссипативных проц.ессов 

Х ХУ 
€1 = 1 - ' €3 = 1 - х. €2 = ' (47) 

1-У2 1-У2 

где Х = ffi;/ffi2
, У= ffiв/ffi [14]. Учитывая, что 

ХУ2 ХУ2 

СХ1 = €1 - €3 = - 1 - у2 ; СХ3 = - 1 - у2 (48) 

видим, что раосмотренные выше условия (20), (31) в случае электрон
ной плазмы в магнитном поле ВЬ!lполнены в области Х < 1, У> 1. Упрем
ляя в формулах (38), (39), (45), (46) \е2\-+О мы получим формулы 

4 
11 _ . · 11 _ 1 v- Wo 2. 

wi=+1 - о, wi=-1 - - е1 --Рз. 
3 с3 

(49) 

4 
J. 1 v- Wo 2 2 

wi=+1 = 4 е1 7 (Р1 + Р2); 
(50) 

4 
..L 1 v- вз Wo · 2 2 

Wi=-1 = - €1 - -(Р1 + Р2). 
12 81 сз 

Для суммарной мощности излучения вдоль и ,перпендикулярно опти
ческой оси мы получаем известные р;езультаты (14]. 

Аналогично изложенному можно раосмотреть случай а1 <0, аз<О . 
Данная методика позволяет, как мы видим, провести полное исследо· 
ва,ние задачи об излучении электричеоким диполем в рассматриваемой 
гиротропной среде. 

В заключение авторы благодарят проф. А. А. Соколова за интерес 
к данной работе. 
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