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ФАДДЕЕВА 

В рамках метода многоканальной связи сделан переход от системы многомерных 
уравнений Фаддеева к системе одномерных интегро-дифференциальных уравнений. 
Предложен метод решения полученных уравнений, удобный для описания системы при 
энергиях выше порога развала . 

Задача непрерывного спектра в системе нескольких частиц при 
энергиях, когда возможен развал на три и более фрагмента, довольно 
часто встречается в различных разделах физики. Выше порога развала 
при каждом фиксированном значении полной энергии возможно непре­
рывное распределение энергии между частицами, что значительно 

усложняет ситуацию. Поэтому представляет большой интерес нахож­
дение и исследование наиболее эффективных методов решения подоб­
ных задач. Последние достижения в исследовании ядерных реакций и 
в физике малонуклонных систем связаны, во-первых, с созданием ряда 
приближенных методов решения уравнения Шредингера [1-4], во-вто­
рых, с разработкой и совершенствованием методов решения системы 
интегральных уравнений [5-8]. 

Формальная теория рассеяния и реакций в системе из трех частиц 
была развита Фаддеевым [6]. Как правило, интегральные уравнения 
Фаддеева рассматриваются в импульсном представлении. После выде­
ления угловых переменных и подстановки двухчастичной Т-матрицы в 
сепарабельном виде указанная система сводится к системе одномерных 
интегральных уравнений [7-8], допускающей численное интегрирование. 
Подобный подход значительно усложняется при рассмотрении задачи· 
выше порога развала [7-9]. 

В данной работе проведено исследование уравнений Фаддеева в. 
координатном представлении. В этом случае появляется практическая 
возможность описывать поведение системы при энергиях выше порога 

развала, использовать локальные потенциалы, в том числе и потенциа­

лы с кором. 

Уравнения Фаддеева в координатном представлении 

Уравнения Фаддеева в операторной форме имеют следующий вид 
[6, 7] : 

Ч'' = бiр.Фi + GYJ'l"f + Чfk), i=t=j=!=k = 1, 2, 3. (1) 
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Здесь 'l' = Е Ч"- полная волновая функция трехчастичной систе-
i=I 

мы, фi - собственная волновая функция асимптотического гамильто­
ниана, Hi=Ho+ Vi, Vi -потенциал взаИмодействия между частицами 
j и k, Gi=l/(E-Hi+iri) -функция Грина, Но-свободный гамильто­
ниан, р0 - индекс входного канала. 

Система уравнений ( 1) описывает рассеяние свободной частицы 
(Ро= 1, 2, 3) на двух частицах, находящихся в связанном состоянии. 
Аналогичный вид имеет система уравнений, описывающая рассеяние 
трех свободных частиц [6, 7]. 

Перепишем систему уравнений ( 1) , используя явный вид функций 
Грина: 

..... ..... 
YLiмi(Ri)Yzimi(Pi) Х 

RiPi 

(2) 

Здесь G~±L. (Gk.i{) и Gk~l . - одночастотные функции Грина [10]: 
L 1. L l L L 

<рпi zi - решение уравнения (5) при ei < О, Ni - число связанных состояний 

в системе (j + k), fkп.Lt и hкn . Lt связаны с функциями Бесселя iLt и nL1 
' ' следующим образом: 
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.......... 
(Ri, pJ, i = 1, 2, 3 -координаты Якоби и 

Mi = (mk + т) mi/(mi + mk + mi); µ1 = mimk/(mi + mk); 
2 2Mi . К2 _ 2М1 . 2 _ 2µ1 

Кп. = -- (Е - еп.), i - -- (Е - ei), ki - -- е1 • 
i п2 L п2 п2 

(7) 

Каждое слагаемое в (2) соответствует определенному процессу. 
Первый член (сумма) в фигурной скобке описывает прямые и перерас­
пределенные каналы с возбуждением, последний - канал развала. ..... .... 

Волновая функция 'Jfi (R i , Pi) зависит от двух координат. Однако 
ясно, что для определения полного сечения в канале развала (напри­
мер, в реакции i+ (k+ j)-+i+ j +k) достаточно найти поток только 
{)ДНОЙ из частиц, скажем i. Для этого удобно воспользоваться разло-

..... ..... 
жением 'Jfi (R i , Pi) по полному набору волновых функций системы ча­
стиц (j +k), как это делаетr.я в дифференциальном подходе. 

Сведение уравнений Фаддеева к системе алгебраических 
уравнений 

Будем исходить из дифференциальной формы системы уравне-
1-1ий ( 1): 

-...+ --;)> -7 ~ 

= - V; (Р;) ['lfi (Ri' pi) + ЧJk (Rk, Pk)]. (8) 

Решение этой системы удобно искать в виде1 

у у N; 

Ч'"i = L Li~iPi limi [ ~ ХпJд; (Ri) <j)пi li (Р;) + s dkiXkifl!i (R;) <JJk; 1; (р;)] . 
fl! i ni=l 

(9) 

Для коэффициентов Хп1f1!1 и 'X,ki 'ilZi разложения (9) получим систему 

зацепленных интеrродифференциальных уравнений: 

(10) 

где 

Nj 

Х [ ~ (j)пjljXnj 'iд j + S dkj<pkjljXkjfl!,J. (11) 
nj=l 

1 Здесь и в дальнейшем принято обозначение .;f 1 = (Li, Mi, li, mi) и, например, 
Xk. fl!. (R1) следует понимать как Xи. (ki, Ri), а УLм -как УLм (Ri)· 

1 L 1 i l i / 
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( 12) 

Мы получили систему одномерных инте.гродифференциальных 
уравнений ( 10). При решении этой системы необходимо помнить, что 
неизвестные функции 'Хпi!дl и 'X,ki!/Jl должны удовлетворять определен­

ным граничным условиям . Например, если одна из частиц рассеивает­
ся на двух других частицах, находящихся в связанном состоянии, то 

граничные условия имеют следующий вид: 

и 

'X,n .!IJ . --+О, 
i i Ri->0 

'Xni!/Jl --+ бp.,ni!IJ/Kn.Ll + F Knl!/Jihкn .Li 
~-->~ 1 1 

(13) 

(14} 

Здесь F nl!/Ji - парциальная амплитуда рассеяния прямого канала и ка­

нала с перераспределением частиц, F к .L. - парциальные амплитуды в кана-
' 1 

ле развала. Индекс р0 символа Кронекера) бp.,niLi задает квантовые чис-
ла входного канала. Учитывая граничные условия (13) и (14), получен­
ную систему уравнений перепишем в интегральной форме: 

'Xni fei = бp0 ,n/дifKn/i + S dR;GniLi (Ri; R ;) Jn/дi(R;), 

'Xk;!/Jil= s dR;Gк.iLi (R;;:R;) J Ki!/Ji (R;), 
( 15} 

где Gn .L· и Gк . L · -функцwи Грина (3). 
L L L L 

Переход от системы интегродифференциальных уравнений ( 1 О) к 
системе ( 15) законен, если функции J n

1
!/J . и J к .!IJ. удовлетворяют условиям 

1 1 1 

S dRi 1 lпi !IJ 1 (Ri) 1 2 <! оо , (16) 

s dRidki 1 J KJl!i (Ri) 1
2 < 00, (17} 

Если потенциалы взаимодействия Vt удовлетворяют условию 

s dpipy, (pi) < оо, (18} 

то (см. приложение) требования (16) и (17) удовлетворяются, и систе­
ма уравнений ( 15) корректна . 
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При Ri-+oo из (15) нетрудно получить следующие 
определения парциальных амплитуд рассеяния: 

1 ~-F кп.И; = - К dRJкп.L; (R;) lп1 [1!1 (R;), 
1 nl 1 

F Ki [l!i = - ;i s dR;fK;L; (R;) J К;И; (R;). 

формулы для 

( 19) 

Отметим, что систему уравнений (15) можно получить, подставля я 
разложение (9) в (2), т. е. не используя систему уравнений (8). 

Рассмотрим приближенный метод решения полученных систем 
уравнений (10) и (15). 

Поскольку функции Jn;И; и Jк;2; удовлетворяют условиям (16) 
и ( 17), то их можно разложить в обобщенный ряд Фурье по некоторо­
му полному набору известных функций: 

Jn; 2 ; (R;) = ~ А~2iФа (R;), 
а 

J к; f.е ; (R;) = ~ л:~ Ф13 (R;) Ф.., (k;), 
(20) 

f3V 
где 

A;f[l!1 = S dR1Ф~ (R1)Jп121 (R;). 

л:; = S dR;dk1Ф; (R1) Ф; (k;) J кi2i (R;). 
(21) 

Используя разложение (20), решение системы (10) или (15) и 
парциальные амплитуды рассеяния ( 19), получим в виде 

и 

где 

и 

Xпi .[l!i = бp.,ni2/Kn/i + L A~i[l!iXaпi [l!i ' 
а 

Хап;2; = S dR~GniLi (R;; R;) Фа (R;), 

Xf3vk12 1 = S dR;GкiLi (R;; R~) Ф13 (R;) Ф.., (k1) 

F f3VK;2 ; = -+ s dR;f KiLi (R;) Ф13 (Rj) Ф.., (k;) 

известные функции. 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 
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Итак, мы представили решение уравнения (10) и парциальные 
амплитуды рассеЯНf'!Я в форме (22) и (23) через неизвестные коэффи -

циенты разложения A:i !i?i и Af; · Система алгебраических уравнений 
на эти коэффициенты получается путем подстановки (22) и (11) в (21): 

3 N. 

Ani2i + ~ ~ [ ~ ~ Qa:ni2 iAn /ii; + ~ Qf3v 'il1; A2i] = ani2i 
а ~ ~ l..J ~ an,2i а' .l..J ani !l!l f3v а ' 

~~, ~~=!~ ~ 

3 N; 
~ ~ [ ~ ~ Qani fi! An .2.+ ~ Qf3'V' 2 A fi!. ] = 21 
~ ~ ~ ~ f3v2 i] а1 

] .l..J f3vJ/ii ] f3 ' ~' a6v' 
j,,:i=l 2 ; n;=l а f3'V' 

(26) 

где 

Q~:~t:;i = S dQ~dQ~dRidpiФ~ (Ri) Wni2ifii /f!n;l ; (Р;) Xa'ni fi! i (R;), 

Q~:~Ji = J dQRidQ~dRi dр/Ф~ (Ri) W ni fi!i fi! i S dk/f!k; li (Р; ) Xf3vki fi! i(R;) , 

Q:;J.e~i = S dki S dQ~dQp;dRidpiФ; (Ri) Ф~ (kJ W KiJ/ii2/fnili (Р;) Xanj fi! j (Rj), 

f3'V' Jii· s s . . Qf3vJ11
1

1 = dk1 dQ-;idQp;dRidpiФ13(Ri)Фv(ki)Wк2i2i х 

х J dk/Pk11i(P/x13'v'k/" i(R;). 

a':;
2

i = бp, ,niJiii S dQ~dQ~dR1dpiWn12;J11/Kn/i Ф~(R;), (27) 

fi! i - s 5 dQ~ "dQ . • • a13v - бp0 , ni fi!i dki Ri PidRidpiW Ki2iJ/i/Kn/;фf'> (Ri) Фv (k;). 

Решая бесконечную систему (26) методом редукции (заменой 
бесконечной системы конечной), находим приближенные значения 

фф An·Jii · Afi! . Н 
коэ ициентов разложения d ' и 13~. екоторые вопросы коррект-

ности такой процедуры были рассмотрены в работах {l l]. Подставляя 
эти коэффициенты в (22) и (23), получаем волновые функции и парци­
альные амплитуды каждого канала и тем самым решение поставлен­

ной задачи рассеяния . 
В матричные элементы (27) входят локальные двухчастичные по­

тенциалы Vi. Если каждый из потенциалов Vi (i= 1, 2, 3) имеет оттал­
пшвающий •бесконечный кор при Pi ~ bi (i = 1, 2, 3), то произведение 
V;(/Jk.1. можно представить в следующем виде [12]: 

'' -1 Л.ki 11б (р1 - bi) при Pi < Ь" 
V;<pk11. -

L vlлaД<j)ki ll ПРИ р i > ь i t 

(28) 

где значение Лk, 1i определяется граничными условиями для (/Jki 1i в точке 
(\ = bi (<pk

1
1i (bi) = О) и Viлад - гладкая часть потенциала. 

Так как в матричные элементы (27) двухчастичный потенциал и 
волновая функция входят в виде произведения, то существование кора 
в потенциале Vi не приводит к трудностям, в чем можно немедленно 
убедиться, подставляя (28) в (27) . 

Одной из особенностей уравнений Фаддеева в координатном пред­
ставлении является то, что их всегда можно представить в виде систе­

мы уравнений Вольтерра второго рода, для которых ряд, полученный 
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методом последовательных приближений, сходится всегда независимо 
<>т величины коэффициентов смешивания. Для решения системы урав­
нений ( 15) перепишем ее в виде 

'Xn//!
1
• = бp0 , n; fl! 1.fкп . L; + F Kn. sд ; hKn.L; + 

1 1 1 

00 00 

+ ;п . { hкп/; ~ fкп1L; - f кп/; .~ hкn/i} ln/ I!; (R;) dR;, 
1 R; R; 

(29) 

'00 00 s fк;L; - fк;L; \ hк;L;} Jк/f!;(R;) dR;. 
R; R; 

Система уравнений (29) является системой уравнений Вольтерра 
второго рода, и для них метод последовательных приближений схо­
.дится. При этом в качестве первого приближения берется асимптотика 
волновой функции, т. е. 

(1) f h Хп/11; = бр0 ,n;Ш; Kn/i + F Кп/'; Kn;Li' 
(30) 

Тогда амплитуды рассеяния в первом приближении получаются под­
становкой (30) в (19) и решением полученной системы. Гiродолжая 
этот процесс, мы получаем следующие приближения. 

Приложение 

Покажем , что функции Jn.f/! . и lк.f/! . удовлетворяют условиям (16) и (17). Для 
" i l L L 

этого второе равенство в (11) запишем так : 

где 

3 2 

J K; fi! ; (R1) = Е I: Е J~>l;fi!; fi! j' 
i#= l fi! j P=I 

2М; • -+ • -+ -+ -+ 
Q =-У (R·)Y (р·)У (R·)Y (р·) dJ

1
.fi! . "'2 L·M· ' [.т. 1 L.M. 1 /.т. / · 

1 11 11 11 11 11 

(31) 

(32) 

(33) 

(34) 

(35) 

Покажем, что функции 1 <,f.>1.2 .fi! . при любых квантовых числах {k;l;$1 .:t;} удав­
' t t 1 

летворяют условиям (17). Тогда для конечного ряда по :t j в (31) функция lк ш также 
i i 

будет удовлетворять условию (17). 
Используя разложения 

N; 

p1V; (р;) l~~fe (R;, р;) = ~ в~>.2 .п. 1. {R;) cpn· l · (р;) + s dk1B~.fi! .k .111 (Rt) cpk. 11 (р;), (36) 
' ) ~ 1 ) 1' 1' 1 1' 1 

n;=l 
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где 

(37) 

(38} 

Ni 

.i dki 1 J~> ri 1i!l9!; (R1) 1
2 = - ~ 1:в~~gе ini r1 (R1) 1

2 4' s dpi 1PNiI~91i 1 2 • (39) 
n1=1 

Интегрируя обе части последнего равенства по Ri, получаем 

Ni 

s dRi s dki 1 J~\gei ge i (Ri) f
2 = - !: s dR1 1 B~\f/J1и; (Ri) 1

2 + 
ni=I 

(40)' 

Остается показать сходимость интегралов в первой части ( 40) при р = l, 2. Так как 
потенциал Vi удовлетворяет условию (18) и fРп/ 1. (pj) есть волновая функция связанною 

состояния (при больших Pi затухает экспоненциlльно), то при р = 1 интегралы в правой 
части (40) сходятся. При р = 2 fPk. /. является функцией непрерывного спектра (при 

1 1 
больших Р; не затухает), но в этом случае мы имеем дополнительное интегрирование 
по k1, т. е . 

оо Е оо 

i dk;q>k .1 . (pj) Xk 
1
91 (Rj) = \ dkirp kil. (PJ) Xk .911 (R1) + \ dkiq> k .1 . (PJ) Xk .и . (RJ), (41) 

0 / 1 1 0 1 1 в з 1 ., з 

где первый интеграл соответствует открытым ка налам, второй - закрытым. Втор ой интег­
рал в (41) затухает экспоненциально при больших Rj. Применяя метод стационарной фа­
зы к первому интегралу в (41), можно убедип.ся, что он убывает при Rj-+ oo как l /YR1, 
что и обеспечивает сходимость интегралов в первой части ( 40). 

Из всего сказанного следует, что 

(42) 

т. е . условие (17) выполняется. Таким же образом можно показать выполнение условий (16). 
Приведем оценки степени убывания функций JJ1'>1 flJ 91 (Ri) (т. е. JK 91 (RI)) при 

i i l 1 i i 
R1-+ оо. Заменяя fРп .1. (pj) на l /p'j и мажорируя подынтегральную функцию в (33), имеем 

1 1 

Если канал развала закрыт (функции Xk .f/J. (R;) при больших R; затухают экспо-
1 1 

ненциально), то для J~!r .и.ge. получаем тот же результат, а при энергиях выше порога 
' ' ' / развала J12

1
>1.91 . 91 . (R1)""' l/R; •. 

L ' / 
Огсюда видно, что функции J nl9!i и J Ki'2i удовлетворяют более жесткому условию: 

при любых фиксированных k1. 
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