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Рассмотрены когерентные эффекты при спонтанном нзлучени11 системы класси
ческих нелинейных осцилляторов, размеры которой меньше длины волны. В одномерном 
прнближении записаны укороченные уравнения для. медленно меняющихся амплитуд 
11 фаз. При решении учитывались начальные фазовые флуктуации. Найдены условия 
самовозбуждения, приводящие к возрастанию дипольного момента среды во времен11. 
Рассмотрен случай стационарной генерации. 

Возбужденные осцилляторы (атомы, молекулы, электроны в маг-
1111тном поле) взаимодействуют через поле собственного излучения. 
Возникают эффек'Гы когерентности или так называемые кооперативные 
эффекты. Они отчетливо проявляются при взаимодействии в объеме, 
линейные размеры которого меньше дл ны волны {l~J..). Микроскопи
ческое описание показывает, что спектральная .1иния излучения уши

ряется, а его интенсивность не равна сумме интенсивностей излучения 
отде.1ьных осцилляторов (!]. Если осцилляторы линейны, то эффекты 
исчезают при переходе к однородной неограниченной среде {2]. 

При воздействии внешнего поля на систему классических нелиней
ных возбужденных осцилляторов возню<ает вынужденное излучение, не 
зависящее от начальных фаз осцилляторов . При определенных усло
виях вынуждею:ое излучение превышает поглощение. Квантовым ана
логом такой среды является среда с отрицательной заселенностью. 
Вынужденное излучение активной среды или среды с отрицательной 
температурой используются для усиления и генерации когерентных 1<0-
.1ебаний в мазерах и лазерах. 

В реальных системах активная область имеет конечную протяжен
ность. Кооперативные эффекты не исчезают. Вынужденное излучение 
тесно связано со спонтанным. При взаимодействии возбужденных ос
цилляторов индуцированное излучение возникает под действием спон
танного излучения и в свою очередь влияет на него. По-видимому, при 
некоторых условиях кооперативные эффекты приведут к возрастаншо 
поля радиации во времени. Поле будет максимально при полностью 
когерентном спонтанном излучении отдельных осцил.r1ятороn . На воз
можность такого состоя!-!ия указывается в квантовой теории {З]. 
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Эффекты когерентности в различных режимах, в том числе и в ре
жиме самовозбуждения активной среды, могут быть изучены в кл ас

· сическом приближении при рассмотрении спонтанного излучения систе
мы нелинейных осцилляторов, находящихся в малом объеме. 

Выбор начального распределения фаз осцилляторов зависит от спо
, соба возбуждения среды. В большинстве случаев начальные фазы рас
пределены по случайному закону. При кратковременном воздействии 
на п учок осцилляторов отклонения фаз могут изменяться по гармою1-
ческому закону 1[4]. Начальные амплитуды можно считать одинако
вым и. 

§ 1. Уравнение колебаний взаимодействующих осцилляторов 

Запишем уравнения, описывающие колебания в малом объеме кл ас
· сической активной среды (l~Л) в дипольном приближении. Будем счи
тать, что осцилляторы взаимодействуют через собственное поле излуче 
н ия. Сил а торможения, действующая на каждый из осцилляторов, дает

·С Я выр ажением {!] : 

(1) 

i=I 

где eq; - дипольный момент. Взаимодействие осцилляторов, щ1,;еющих ку
бическую нелинейность, описывается системой уравнений 

.. N " . 
-+ 2 -+ 2 2 е2 ~--+ q" + ffioq" (l + Щп) =- -- q1, п = 1, 2, ... ,N. 

3 тс3 
(2) 

i = I 

Считается , что в начальный момент осцилляторы и меют одина 1<0-
вую амплитуду и з аданное распределение фаз . В з аи модействие через 
общее поле излучения приводит к измен ению дипольного момента си· 
сте м ы, а мплитуд и фаз осцилляторов . 

Е сли осци.1л яторы линейны в=О, то при суммировании уравнен и й 
(2) получается ур авнение для сум марного дипольного момента 

.:.+ 2-+ -+ 
Р + ffio Р = - yN Р, (3) 

4 ," -. -+ 2 _.. 
где Р = ~ eq", q,1 ~ - ffio q" при предположении, что ширина линии излу-

п 

2 е2 w~ 
чения много меньше частоты ffi 0 ; у = - --. Из (3) следует, что есте-

3 тс2 

-ствен ная ширина линии системы N осцилляторов в N раз превышает естест
венную ширину линии отдельного осциллятора. 

Пр и взаимодействии нелинейных осцилляторов возможно увеличе
ние степени ориентированности диполей ,[5]. В дальнейшем используем 
э квивалентное одномерное приближение, считая, что все диполи или 
ориентирова ны в одном направлении (атомы и молекуJ1 ы), или же име
ют одина ковую круговую поляризацию (циклотронные осцил J1яторы). 
В этом приближении и при малости у-уравнения (2) имеют вид 

N 
•. 2 3 . 
q" + ffio q" + Щп = - у ~ qi, n = 1, 2, . .. , N. (4) 

i = I 
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Коэффициент в достаточно мал. Применим приближение медленно ме
няющихся амплитуд и фаз. Решение ищем в виде qn = r n COS ( (J)ot + 'Фп). 
При подстановке этого выражения в (4) и отбрасывании осциллирую
щих членов получаются укороченные уравнения 

N 

r~ = - _у_ L Г; cos (1\J; -1\Jп), 
2 i = I 

Введем безразмерные переменные 

(5) 

(6) 

где 'u - заданная амплитуда отклонения. Уравнения (5) будут иметь вид 

N 

~ = -Ь ~ Х; СОЕ' (1\Ji -'Фп), 
dt1 .l..J 

i=l 
(7) 

N 

d\jJ 2 ь ~ --'-' = ахп - - xi sin (1\J; -1\Jп)· 
dt1 Хп 

i = l 

Для определенности возьмем а< О (осциллятор с мягкой нелинейной ха
рактеристикой, например слаборелятивистский электрон в магнитном поле) . 
При замене переменных 

Уп = Хп 1 а 'lз, в = __ Ь_'!- ' 't = f1 1 а \'lз 
1 al ' 

система (7) становится зависящей от одного параметра В 

N 

d:; = - В ~ Yi cos (1\Ji -1\Jп), 
i = l 

N 

d'\Jn 2 ~ ~ · ('1' ) -- = -Уп - - Yi SШ 'l'i -1\Jп · 
d-т: Уп 

i = l 

(8) 

Укороченные уравнения (8) должны решаться со следующими началь
ными условиями: 

Уп = У0 , 'Фп=О-:-2л, n = l,2, ... ,N. (9) 

Система (8) описывает изменение амплитуд и фаз осцилляторов , а 
также циклотронное движение в полярной системе координат у, \j). 
В декартовой системе (р, r) 

Рп = -Уп sin 'i'п и Гп = У" cos 'i'п 

система (8) приобретает вид 

d;п = -BN (Рп):+ Гп (р~ + r~). 
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где 

drп А ( ) ( 2 2 -- = -~N rn -р" Рп -1-Гп) , 
di; 

(Рп) = + ~Рп• ( rп ) = + ~ r". 
n 11 

( 11) 

Компоненты (р 11 ) и (r п) имеют смысл проекций среднего дипольного мо
мента системы осцилляторов на координатные оси. Запись ( 11) можно 
упростить, введя комплексную функцию 

ап = Рп + irn 

dan AN ( ) . J ·2 -- = - ~ ап - ian а" : . 
di; 

Начальные условия (9) для ( 12) преобразуются так: 

а11 (О) = Уо ei1P" • 

§ 2. Возрастание дипольного момента системы осцилляторов 

(12) 

Как следует из уравнений (11) и ('12), при взаимодействии N не
линейных осцилляторов ,потери определяются произведением ~N, как 
и для ансамбля линейных осцилляторов (3) . Однако в системе нелиней
ных осцилляторов ввиду их фазовой неустойчивости действие силы. 
торможения не только изменяет амплитуду колебаний, но и приводи r 
к фазовой группировке. Дополнительная фазовая группировка под дей
ствием общего поля излучения улучшает энергообмен ансамбля и внеш
него поля {6]. Покажем , что группировка сопровождается увеличение~-r 
дипольного момента системы. 

Найдем изменение дипольного момента за некоторый интервал вре
мени, определяемый начальной модуляцией. Перейдем от дискретной 
модели к непрерывному распределению осцилляторов по начальным 

фазам. Из (12) следует 

2п 

~ = -~' [ -
1
- r av dv]-iaиlau 1 2 , 

di; 2л; .) 
о 

( 13) 

где переменные и, v пробегают зIIачения от О до 2n, ~'=2n~. Перемен
ная и имеет смысл начальной фазы в ансамбле с равномерным распре
делением фаз. Предположим, что имеется некоторая функция распре
деления осцилляторов по начальным фазам, мало от.rшчающаяся от 
равIIомерного распределения 

f (и) = и+ µФ (и), ( 14) 

где µ « 1, Ф (и) - случайная или заданная функция. Тогда система осцил
ляторов обладает начальным комплексным дипольным моментом 

2n 

(а" (О) ) = ~Уо- r eif <v> .dv. 
2п J 

о 

В дальнейшем положим Уо = 1, не уменьшая общности задачи (уравнение 
( 12) простой перенормировкой сводится к уравнению с начальным услови
ем у{) = 1 ). Проведя разложение в ряд Тейлора, получим 
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2л; 2л; 

(аи (О))= д_ (' eiu ф (v) dv - L r eiu Ф2 (v) dv + . . . (15)'· 
2л: .\ 4л .) 

о о 

При µ~ 1 основной вклад в начальный дипольный момент дает первая 
гармоника разложения Ф (v) в ряд Фурье. В этом случае можно рас
сматривать поведение ансамбля осцилляторов при упрощенной функ
ции распределения осцилляторов по начальным фазам f (и)= и+µ sin и . 

Система ( 13) запишется в виде 

~ - _ А' ( ) + . (1- 1 f2) - .... а iall 1 аи ' 
di: 

где 
2л; 

а (О) = ei!и+µ si n и> ta) = _1_ r а dv. 
и ' ·. 2л: . 1 и ( 16)-

о 

Член iau в правой ч асти первого уравнения (16) при мало 1 µ озна
чает лишь существование постоянного сдвига частоты колебаний осцил
ляторов, не изменяющего хода за висимости 1 <а(,;)> 1 · Если все осцил
ляторы имеют одинаковую фазу, то в начальный момент временп 

1<а>1=1. Величина 1<а>1 может быть выбрана в качестве крите 
рия фазировки осцилляторов. Если начальная модуляция отсутствует, 
то 1<а>1 =0 в любой момент времени. Для выяснения возможности 
са мовозбуждения системы предположим, что a"=au (O)+a, u, la1нl ~ 
~ 1 a1i (О) 1. Учитывая члены не выше первого порядка малости и не ин
тересуясь сдвигом частоты, имеем 

а1и = - В' (аи (О) ) - В' (~,,) - iau (O)[au(O) а;и + al" а:(о)], (17)' 
где 

l a (О)) ,...., _.J:':.. 
. и - 2. 

Отбрасывая члены второго порядка малости, получим следующее уравне
ние для среднего значения: 

где 

(а1 (О) \ =- О, ({J,_ (О) ) = R . 
2 

Характеристическое уравнение 

л2 + В'Л - iB' = о 
имеет корни 

~' v- (~')2 . ' 
/..1 2 =-- - - + -- - l А . 2 - 4 .... 

Решение ( 18) имеет вид 

<а ) = С е"· 1' + С ел.т. + __!::_ 1 1 2 2 , 

( 19)> 

где С 1 и С2 постоянные, определяемые из начальных ус~товий. При лю
бых B':;f=O RеЛ,>0. Следовагельно, дипольный мом.е.нт <а 1 > может 
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нарастать со временем. Исследование системы ( 16) на устойчивость в 
стационарном состоянии au=eiи , где и равномерно распределено в ин
тервале 0+2 л, также показало, что средний дипольный момент <а1 > 
возрастает. Неустойчивость системы к возмущениям присуща исклю
чителыrо нелинейной системе, в линейной системе момент <а 1 > зату
хает . Вычислив С 1 и С2 при ~,~ 1 и достаточно больших значениях 
произведения ,; Re Л1, получим 

1 (а1 ) 1 = ~ V 1 - V i; - ~~ (21) 

где 

Re л = _ L + 1,/ ~, 
1 2 v 2 

Модуль среднего дипольного момента осцилляторов экспоненциально 
возрастает во времени, происходит самовозбуждение системы. Для ис
следования режима ограничения амплитуды необходимо рассмотрение 
решений системы ( 16) на большом интервале времени. Ввиду сложно
сти задачи следует перейти к методу численного интегрирования. 

§ 3. Результаты численного интегрирования 

Решение системы ( 16) проводилось методом численного интегр и
рова ния на ЭВМ. Использован шаговый модифицированный метод 
Эйлера. На рис . 1 представлена зависимость величины ri = 1<а>1·100%. 

7. ~. 
70 

50 

зо 

Рис. 1. Изменение во времени диполь
ного момента системы 11 для ряда зна

чений параметра ~' при начальной фа-
зовой модуляции 

7. .% 
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Рис. 2. Изменение во времени дипо.1ь
ного момента системы 11 для ряда зн а

чений ~, при начальной амплитудной 
модуляции 

от времени при разных ~', ~t=0,002. Видно, что сначала 1 <а> 1 экспо
ненциально нарастает, достигает насыщения, затем быстро уменьшается 

и быстро колеблется. Первый максимум наибольший. Пример ко.1еба
тельной зависи мости показан для случая ~, = 0,05. В соответствии с ре
зультатами анализа § 2 на начальных участках возрастание происход 11 т 
по экспоненте. Экспонента показана пунктиром для ~, = 0,0075. Пр и ма
лых ~, процесс протекает медленно, значения ri получаются наиболь
шими. Максимум ri при ~'=0,0075 достигает значения 69 %. Потери 
мощности на излучение небольшие. К моменту образования максимума 
теряется лишь 12% всей энергии ансамбля осцилляторов. При увеличе-
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нии ~' первый максимум начинает формироваться быстрее, однако по
терн на излучение становятся значительно большими, в результате 
J\lаксиl\lальные значения 'YJ уменьшаются. Исследование показало, что 
при µ~ 1 максимум 'YJ не зависит от µ по величине, изменяется лишь 
вре~1я его формирования. Зависимости, подобные представленным на 
рис. 1, получены также и при задании начального отклонения фаз по 
.случайному закону, используя машинный генератор случайных чисел. 
Такой результат соответствует выводу, полученному в § 2 аналити
чески. 

Когерентные эффекты исследовались также при задании начальной 
.аi\1плитудной модуляции и равномерного распределения по фазе. Ис
пользован гармонический закон 

аи (О) = ( 1 + µ sin и) еiи. (22) 

Изменение 'YJ для µ=0,01 при разных ~' показано на рис. 2. Видно, 
"!ТО при небольших ~' зависимости 'YJ (-r) идут выше кривой ~' =0. Слу
чай ~'=О соответствует группировке электронов в клистроне с попереч
ным смещением электронов, а также аналогичен группировке в обыч-
1ю.м пролетном клистроне. Интегрирование уравнений ( 16) дает обыч-

а 
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Рпс. 3. Фазовые траектории (а) и 
.амплитудно-фазовые характеристики 
(б) ансамбля осцилляторов при на
чальной фазовой модуляции 

1-i:=32, 2-•=40, 3-i:=44 

ную для клистронов, а также МЦР
группирователей зависимость в виде 

функции Бесселя 1<а>1--11 (2µi-) 
(4]. При ~'=#=О изменение 'YJ во вре
мени следует этой зависимости для 
малых µ-r. Затем проявляется взаи
модей-ствие, и обратная связь через 
поле излучения приводит к дополни

тельному возрастанию дипольного 

момента - самофокусировке осцил
.ляторов •ПО фазе. 

?, % 
101-

i 

4 

jJ' 
о,1а 

Рис. 4. Зависимости максималь
ных значений дипольного момента 
от параметра ri при разных на

чальных модуляциях по амплиту

де 1-µ=0,01; 2-µ=0,025; 
3-µ=0,035 11 4-µ=0,06 

Изменение амплитуд и фаз отдельных осцилляторов при фазовой 
фокусировке в случае фазовой синусоидальной модуляции показано на 
рис. 3, µ=0,01, ~'=0,05. Картина изменения фаз показана на рис. 3, а. 
Фазовые траектории представляют собой сложные кривые. Оптималь
ная фазировка достигается при пересечении части траекторий. Наклон 
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кривых влево соответствует уменьшению амплитуды осцилляторов. При 
оптимальном времени группирования наклон для большинства кривых 
становится сравнительно большим. Это соответствует когерентному 
излучению энергии почти всеми осцилляторами ансамбля. 

Зависимость изменения амплитуды осцилляторов от их номера в 
начальный момент времени является синусоидальной. Затем формиру
ются области резкого, а также плавного изменения как амплитуд, так 
и фаз, что типично для искаЖения профиля возмущения конечной амп
литуды. 

На рис. 3, 6 представлена амплитудно-фазовая характеристика про
цесса . Кривые имеют весьма сложную зависимость Ьт номера п. Отчет
ливо видна группировка осцилляторов по фазе и сложное изменение их 
амплитуд. С течением времени фазировка улучшается, однако отме
чается уменьшение амплитуды, что соответствует когерентному излуче 

нию осцилляторов. Амплитудно-фазовые характеристики при ~'>0,05 
подобны представленным на рисунке, однако амплитуда здесь умень
шается гораздо быстрее. 

На рис. 4 приведена зависимость максимального значения 'У] от ~' 
для р азных µ при синусоидальной модуляции амплитуды. Максималь
ные значения 'У] возрастают при уменьшении ~' и µ. 

§ 4. Стационарная генерация 

Для получения стационарной генерации необходимо учесть конеч
ное время жизни осцилляторов и непрерывное действие начального 
(граничного) возбуждения . Процесс генерации моделировался следую
щим образом. Было взято большое число ансамблей осцилляторов и 
задан интервал времени, через который они последовательно вводились 
в область взаимодействия. Время их жизни одинаково. В случае цикло
тронных осцилляторов время жизни имеет смысл времени пролета, 

например от электронной пушки до коллектора. Фазы осцилляторов за
давались случайным образом, используя генератор случайных чисел 
ЭВМ.. Начальные амплитуды брались одинаковыми. Вначале общее 
количество ансамблей в области взаимодействия возрастает, затем 
остается постоянным. Из-за наличия связи фазовая фокусировка, кото
рая начинается в каждом из ансамблей, нарушается под действием 
электрического поля других ансамблей. При малых ~' самовозбужде
ние совокупности ансамблей отсутствует. Дипольный момент изменяет
ся нерегулярно, соответствуя шумовому излучению. Самовозбуждение 
получено при ~'~l. Картина самовозбуждения и стационарной генера
ции при ~' = 0,9, времени жизни Л't'= 8 и при нахождении в области 
взаимодействия двадцати ансамблей показана на рис. 5. Для удобства 
взяты различные масштабы 'YJ ('t'). Вначале при 't'<8 количество ансамб
лей увеличивается, пока не окажется равным 20. В дальнейшем и х 
число не меняется. Увеличение дипольного момента продолжается за 
время, равное примерно 3-4 временам жизни. Затем происходят коле
бания около стационарного уровня, 'У]ст~l6%. Колебания постепенно 
затухают. Наряду с медленным изменением существуют и флуктуации, 
пока занные на участке 't'>40. 

Таким образом, связь осцилляторов через поле излучения при не
прерывном возбуждении системы приводит к возникновению стационар
ного когерентного излучения. При этом, естественно, происходит значи
тельное сужение спектральной. линии. М.ожно утверждать, что в актив
ной среде при отрицательной температуре и достаточно большой накачке 
появляется спонтанная генерация за счет внутренней связи, в отсут · 
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ствие внешних резонаторов. Сказанное справедливо для среды, состоя
щей из атомов и молекул, а также циклотронных осцилляторов. В по-

. следнем случае результаты расчета, представленные на рис. 5, моде
лируют процесс спонтанной генерации в электронном пучке, достаточно 
широком, чтобы не сказались кулоновские силы расталкивания (шири
на пучка должна превышать диаметр циклотронной орбиты, а орбиты 

?.% 
0,06 

20 0,05 

0,04 

о.аз 

о 1О 

Рнс. 5. Установление стационарного значения дипольного ыомента си
стемы 'Т] при спонтанной генерации 

должны быть перемешаны). Излучение электронов в магнитном по.пе 
обычно называется магнитным или синхротронным. Следовательно, воз
можно создание генератора магнитного излучения с внутренней обрат
ной связью без внешнего резонатора. 

§ 5. Квантовая аналогия 

Возможность самовозбуждения малого объема активной среды не 
обязательно связана с ее классическими свойствами. В качестве осцил
ляторов можно взять и квантовые объекты. Существенно, однако, чтобы 
электромагнитное поле спонтанного излучения содержало много кван

тов и описывалось классическими формулами. Покажем возможность. 
спонтанной генерации на примере двухуровневых объектов - энергети
ческих спинов (атомов и молекул) или магнитных моментов. Уравне
ния, связывающие электрическую или магнитную поляризацию с полем 

излучения, эквивалентны, поэтому рассмотрим для определенности 

взаимодействие электрических диполей 0]. Используем предположение 
об их линейной поляризации. 

Предположим, что в малом объеме вещества с линейными разме
рами, меньшими длины волны, возник достаточно большой дипольный 

--> 

момент Р. Ему соответствует поле излучения, определяющее силу тор
можения ( 1). Материальные уравнения среды двухуровневых молеку.'Т 
имеют следующий вид l[l]: 

(22) 
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... 
где d21 - дипольный момент перехода; N - разность заселенностей уров-

-+ 

ней; N0 -число активных молекул при Е = О; Т1 и Т 2 - времена релакса
-+ 

ции; Е - напряженность поля, определяемая в соответствии с (1 -3) 
соотношением 

-+ 2 е- -+ 

Е= З сзР = - уР. (23) 

Обычно w0 гораздо больше l /T1 и 1 /Т2 . Пусть также выполняется 
1 __,_ 

условие малости поля излучения Т) N » 2/nw0EP. В этом случае можно 
положить 

2 ~ ...:. , ..... 2у . 
N -N0 ~ -п-Е (Р + 12 Р) ~ --1i-P2. 

о:>о о:>о 
(24) 

-+ -+ 

Подставляя (24) в первое уравнение (22) и учитывая, что d12 = d21 =: d ,20 

после группировки членов получим уравнение 

(25) 
где 

61 = - 2
- -2N [d J 2 ~ 6-1 

= 
112 

(2N [d[ 2 ~- -2-). ~Т2 о'У 1i' 2 4y l d 12 о'У 1i Т2 

Уравнение (25) является уравнением автогенератора с отрицательным нели
нейным сопротивлением и стационарной амплитудой колебаний Р0 = 1 /w~б2 • 

Генерация возможна при выполнении условия 

N y [ d [2~>-1-
\J h Т2 • 

В системе нелинейных возбужденных классических осцилляторов 
обратная связь через общее поле из.1учения приводит к фазовой груп
пировке и возрастанию общего дипольного момента. При определенных 
соотношениях между параметрами происходит са мовозбуждение коле
баний. 

Эффект может быть использован для улучшения характеристик 
усилителей и для создания генератора когерентных колебаний без 
внешнего резонатора. Самовозбуждение колебаний и стационарная ге
нерация возможна также в системе квантовых нелинейных осциллято
ров, находящихся при отрицательной температуре. 
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