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ОБ ОДНОЙ МОДЕЛИ В НЕЛИНЕйНОй ТЕОРИИ 

ТЕПЛОВЫХ ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ФЛУКТУАЦИЙ 

Для случая нелинейной проводимости, создаваемой диффундирующими ионами 
с нелинейным трениеы, исследованы флуктуации стороннего электрического тока в рам
ках кубической флуктуационно-диссипационной термодинамики. 

В последнее время проведено исследование [1, 2] тепловых элек
трических флуктуаций в нелинейно проводящих средах на основе 
нелинейной флуктуационно-диссипационной термодинамики в некван
товом марковском варианте [З]. Согласно этой теории при использо
вании четырехиндексных соотношений (приближение кубической нели
нейности) диссипационные характеристики процесса, т. е. вид основного 
(релаксационного) уравнения .и нелинейной вольт-амперной харак
теристики, не могут полностью определить все четырехиндексные флук
туационные характеристики процесса. Остается еще некоторое коли
чество «диссипационно-неопределяемых параметров»; этим кубические 
(и более высокие) приближения отличаются от линейного и квадра
тичного ' приближения. Из [1] видно, что в случае системы с одной 
степенью свободы (простой контур) имеется один диссипационно
неопределяемый параметр, а в [2] показано, что в случае однородной 
изотропной среды имеется два таких параметра. 

Чтобы вычислить диссипационно-неопределяемые параметры, при
ходится выходить за рамки развитой в {З] термодинамики, прибегать 
к каким-то динамическим модельным соображениям. 

Отсюда понятна важность исследования моделей нелинейной про
водимости. В настоящей работе будет исследована одна простая мо
дель. Будем предполагать, что электрический ток представляет собой 
поток ионов - заряженных броуновских частиц (с малым, но конечным 
времени релаксации по скорости), движущихся в условиях нелиней
ного трения. Для этой модели будут проверены найденные в [2] соот
ношения и вычислены диссипационно-неопределяемые параметры. 

Движение каждой броуновской частицы согласно формуле (29) 
из [4] описывается уравнением 

Mva = М (а + bv2
) Va + еЕа + Go (t). ( 1 ) 
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Здесь а, Ь- коэффициенты, связанные с линейным и нелинейным трением, 
t,. - дельтакоррелированные внешние силы, которые вследствие (32) - (39) 
из [4] имеют кумулянты 

К [scr (t1 ), Sp (t2)] = М2 
[ ( - ~~ а + dv2

) бсrр + evpvcrJ б (t1 - t2); (2) 

M4g 
К [scr (t1), Sp (t2), Sл (t3)] = - - (бcrpVn + бcrnVp + бnpVcr) б (t1 , t2 , f3); (3) 

2Т 

1( [scr (t1), Sp (t2), Sп (t3), ;, (t4)] = M4g (бсrрбл, + бсr,б:п;р + бсrлбр,) б (t1 , t2 , t3 , f4), 

(4) 
где 

- -В ( 1) в качестве внешней силы F взята электрическая сила е0Е со сторо-
IНЫ электрического поля (е0 -заряд иона). 

Ионы создают плотность электрического тока 

(6) 

Здесь индекс k обозначает номер частицы. Через ja. мы обозначаем сред
ний ток 

ja. = е0 ~ v~б (; _ ;k) = eva. (Е) ~ с5 (;_ ;k) = euNuva. (Е), (7) 
k k 

где N 0-число ионов в единице объема. Функцию Va. (Е) вычисляем при по
мощи ( 1) - ( 4). Используя мэлость параметра Ь, находим решение уравне
ния (1) последовательными приближениями. Первое приближение, получае
мое отбрасыванием в (1) нелинейного члена bv2, имеет вид 

v~> (t1) = S G (t - t') [е0Еа. + 6 (t')] dt' = G (е0Еа. + 6а.). (8) 

( G-: llG (t- t') ll = М-1 (~-а )- 1
). 

Во втором приближении имеем 

v~> (t) = G (е"Еа. + 6а. + МЬ [v0>]2). (9) 

Подставляя (8) в (9), усредняя и пренебрегая флуктуационными поп

равками (предполагаем, что (Gsa.)2 « v~), получаем во втором приближении 
е0 Ье~ 

va. (Е) = - - Еа. - -- в2Еа. + ь2 ... 
Ма мэа4 

(10) 

Этот результат можно получить сразу из (1), считая Va. =О и пренебре
гая Sa.· Подставляя ( 1 О) в (7), получаем формулу 

. e2No ЬeciNo 2 
Ja. = ---Eu.---E Еа.+ ... , 

Ма М8а4 
( 11) 

служащую конкретизацией равенства (2.3) из [2]. 
При этом сопоставление дает: 
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Перейдем к исследованию флуктуационного тока ]а. Точки xk 
будем предполагать пуассоновскими и пренебрегать их смещениями 

-+ 
на протяжении времени корреляции Ткор скорости v. 

..... ~ -+ -+ 
Известно [5J, что кумулянты функции ~ (х) = ~ б (х- xk) для пуас-

k 

соновских точек определяются простой формулой 

-i> -+ -+ -+ 
К[~ (х1), ••• , ~ (хп)J = N0Л б(х1 , ..• , Хп)· 

Так же просто отыскиваются (если точки неподвижны) и куму
лянты суммы (6) 

-+ -+ 
к Ua, (xl' i1), ... 'jan (хпtл)J = e~NoM [va, U1) . .. Van Uп)J б (xl, . " 'Хп)· (13} 

-+ 
Предполагаем, что флуктуационные смещения точек xk пренебре-

жимо малы лишь в течение времен порядка Ткор· При интервалах 
-+ -+ 

ti-tj~Tкop дельта-функция б(х1, ... , Х11) . расплывается вследствие ука-
занных смещений. Учтем это заменой формулы ( 13) на формулу 

ф-+ ср-7 -+ -+ 
К Ua, (х1 , t1), ... , jan (х,.,, tn)J = et(;N0K [va, (i1), ... , Van (tn)J б (xl' ... , Хп)· 

(14} 

В марковской теории (1, З] флуктуации тока являются дельта кор 
релированными во времени. Это соответствует случаю относительно 
малых времен корреляции ткор.._а-1 скорости, при этом ( 11) можно· 
заменить на равенство 

К [j~, (;1 , t1), ••• , j~/;п• tп)J = e~No j' ." S К [va, (t1), ..• 

. • . , Van (tп)J df2 ..• dtn б (Х1 , ••• , Хп) б (t1 , ••• , fп) • (15} 

Если положить n=4 и Е=О, то из сравнения с формулой (4.2) из [1] 
запишем 

T3l,a, ... a.=e6NoSS K[va1U1), ... ,Va,{t4)Jв=odt2dt3di4. (16} 

При вычислении матриц А.а,, ... , µа, •... , Va, •... четырехиндексной теории 
следует учитывать лишь члены первого порядка по Ь, g, d, е, поскольку 
согласно (12) матрица аа,, ... (линейно связанная с А.а, ... , µа, ... , Va, ... } 
пропорциональна g. 

Более высокими порядками малости можно пренебрегать. Куму
лянт (4) уже пропорционален g. Следовательно, при вычислении пра
вой части ( 16) при помощи ( 4) нужно учитывать лишь нулевой поря-

-+ -+ 
док по Ь, т. е. можно считать связь v с ~ линейной в соответствии r;. 

формулой (8). 
Полагая Е =О в (8), таким путем легко получить 
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( 17)· 

Аналогичным образом, учитывая относительную малость флуктуацион
ного разброса а11 (большая масса М), можно при вычислении 

S 5 К [vrx, (t1), ... , Vrx, (t3)] dt2dt:J И S К [vrx, (t1), Vrx, (t2)] di2 

........ 
пользоваться линейной формулой (8) связи v и s, полагая в ней Е = О. 
Поэтому в силу (2), (3) получим 

Qrx,rx,rx, = SS К [vrx, (t1), Vrx, (i2), Vrx, (f)] di1di2 = 

= :Т~з [бrx , rx, Vrx, (E) + бrx,rx, Vrx 1 (E) + бrx , rx, V rx, (E)J; (18) 

Qrx, rx, = J К [vrx, (t1), Vrx, (t2)] dt2 = 

= :
2 

[ (- ~ а + dv2 (Е)) бrx , rx, + е~, (Е) Vrx, (Е)]. 

Эти выражения следует подставить в формулы 

.ф .... .ф .... 2 .... ...+ 

к [Ja, (xl, f1), Jrx, (Х2, t2)] = eONoQa,a,8 (Х1 - Х2) б U1 - f2), 

справедливые вследствие (15). 
Частные производные по Еа согласно (4 .5), (4 .6) . из [2] обозначают-· 

ся так: 

дQ д2Q - у2 - e!}.N а, а,а, . Tv - e2N a,rx, 
µа, ... ,а, - 0 о дЕ , а,а,,а,а, - о о дЕ дЕ 

~ ~ ~ 

при Е = () 

Подставляя сюда ( 18) и производя дифференцирование, достаточно · 

учесть лишь линейные члены - _:о_ Еа зависимости ( 1 О). Это дает 
Ма 

2 eбN0g 
Т µа,а,а"а, = 2Та4 ( ба,а,ба,а, + ба,а,ба,а, + ба,а,ба,а,); ( 19)· 

ебNо 
Tva,a,,:a,a, = М2а4 [2dба,а,8а,а. + е(бrх ,а,ба,а. + ба, rх,ба.а,)]. (20), 

Сопоставляя ( 17) и ( 19), убеждаемся, что термодинамическое соотно-

1 
шение µа,а2а, ,а, = - 2 Л.а , ... а, (см . (4.7) из [2]) выполняется. Далее лег· 

ко видеть, что соотношение ( 4.8) из [2] для значений ( 12) , ( 17), (20) 
та·кже выполняется в ,силу (5), см. (39) из ij4]. 

Вид полученных результатов ( 12), ( 17), ( 19), (20), очевидно, соот
ветствует изотропному случаю (см. (4.9)-(4.12) из {2]). При этом 
определенные в [2] параметры имеют вид: 
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e~N0 2ебN0Ь 
U =---· S=----

Ma ' мза4 
л. = -2µ = 

2eбN0d ебN0е 
Vl = М2_.Т ' V2 = • и· М"а4Т 

Теы самым электрические параметры выражены через параметры 
броуновской частицы (иона). 
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