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ФАЗОВЫЕ ФЛУКТУАЦИИ В ПРОСТРАНСТВЕННЫХ 

СЕТЯХ СВЯЗАННЫХ АВТОГЕНЕРАТОРО.В 

Изучаются в линейном приближении фазовые флуктуации в сетях бесконечно 
большого числа автогенераторов, связанных через проводимость в систему типа 

решетки произвольной размерности. Получены выражения для средних квадратов раз· 
ностей фаз любых двух генераторов системы. Изучено их асимптотическое поведение. 

Настоящая статья - непосредственное продолжение работы (1], в 
которой изучались фазовые флуктуации в одномерной цепочке авто­
генераторов, связанных через проводимость. Биохимические системы в 
большинстве случаев должны моделироваться не одномерными, а про­
странственными сетями связанных автогенераторов. Мы изучим в ли­
нейном приближении фазовые флуктуации в бесконечных двумерных 
и трехмерных сетях автогенераторов, связанных через проводимость. 

Расчет фазовых флуктуаций проводится как для случая, когда интен­
сивности шумов всех генераторов одинаковы, так и для случая, когда 

шумящим является лишь один выделенный генератор. 
1. Фазовые флуктуации в бесконечной одномерной цепочке свя­

занных автогенераторов в предположении, что шумит лишь генератор 

с номером К, описываются уравнениями (вывод и обозначения см. [1]) 

(1) 

Без ограничения общности можно считать К>О. Мы предполагаем 
испол ьзовать дискретное преобразование Лапласа [2] 

" с+iл 

ф (р, t) = ~ e-Pn <рп (t) <f>п (t) = 2~i s ф (р, t) ePn dp. (2) 
n=O С-iЛ 

Преобразование Лапласа (2) не использует значений <рп (t) при п<О 
11 не может без оговорок быть применено для изучения системы ( 1). 
Однако. если К достаточно велико, можно изучать распространение 
флуктуаций фазы, вызванных шумом в К-том генераторе, пренебрегая 
эффектом «обрезания» цепочки при отрицательных номерах генера­
торов. 

С этой оговоркой применим преобразование Лапласа (2) к урав-
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нениям ( 1). Тогда, пренебрегая граничными эффектами, получим урав­
нение для Ф (р, t) 

дФ~, t) = a(chp- l)Ф(p, t) + (J)~ e-PK~(t). (3) 

Из (3) следует 

t 

CD(p, t) = еРКф(р, t) = -
1
_-Jexp{a•(chp- l)}S(t-•)d't. (4) 

wA 
о 

Далее применим обратное преобрс.\зование Лапласа и найдем 

с+iл: 

(<рчп (t) <рнт (t)) = ( 2~i у SS (Ф (р, t) Ф (q, t)) ePn+qm dpdq. (5) 
с-iл: 

Из (3) без труда получается 
a.t 

(cD (р, t) ф (q, t) ) = __ N __ s ехр {'t (ch р + ch q- 2)} d't, 
2(1{J)2jp 

о 

что после элементарных преобразований с учетом (5) дает 

00 

( (<рнп - <рнт)2) = __ N __ .r [In (•) -1 т (•)] 2 e-z. d't. 
2(1{J)2л2 J 

(' 

(6} 

(7) 

В (7) мы перешли .к -пределу ,f_.oo, что соответствует установлению 
ста.ционарнаго режима. Результат (7) ·является искомым выражением 
для средних квадратов разностей фаз автогенераторов, вызванных 
шумом в генераторе с номером К. Исходя из (7) можно найти сред­
ние квадраты разностей фаз генераторов в случае, когда шумы в от­
дельных автогенераторах одинаковы по интенсивности и не коррели­

рованы между собой. В этом случае средние квадраты разностей фаз, 
вызванных шумами в каждом из генераторов, складываются и 

00 00 

((<рk-<рЧт)2 ) = -2-~-2-)\2-J ~ [In (•) -lп-т (•)] 2 e-2
-i d't. (8) 

О n:t-oo 

Воспользуемся результатом [3] 
00 

~ / п (•) 1 п-т (•) = / т (2't) 
n=-oo 

и получим 

00 

((<p_,,-<pk+m) 2) = __ N __ ( [fo('t)-/m('t)] e--rd't. 
2aw2A2 .J 

(9) 
о 

Интеграл в (9) вычисляется, и получающаяся формула ((<р0 - <рт)) = 
Nm ---=-- подтверждает результаты (8) и (9) работы [ 1]. 

2(1{J)2л2 

2. Фазовые флуктуации в двумерной бесконечной сети автогене­
раторов в предположении, что шумит лишь генератор с номером 

(К1 , К2 ), описываются системой уравнений, аналогичной ( 1): 

338 



· а 1 
f:Pi.i = 2 (f:Pi-1 ,i + <p;+1.i + f:Рц-1 + f:Pi,i+l - 4<p;,i) + wA 6(t) б;к, б;к, · 

( 1 О) 
Для трехмерной сети генераторов аналогичное уравнение фазовых 

флуктуаций имеет вид 

. а 

cp;"j, k = 2 (cpi-1,j,k + cp;+1.j.k + !pi,j- 1,k + <рц+1,k + 

+ cp;,i,k-1 + срц ,k+1 - бcp;,j,k) + ~А 6 (t) б;к, бiк. бk!(. · (11) 

Следуя схеме рассуждений п. 1 с привлечением повторных преоб­
разований Лапласа по различным индексам, получим следующие ре­

зультаты . 

Для двумерной сети в предположении, что шумит лишь один 
генератор с номером (К1, К2 ) : 

((cpк ,+k,,K,+k, - !рк,+п,,к2+п,)2) = 
00 

-2-aw-~-A2-S [Ik, ('t) Ik , ('t) - Iп, ('t) In , ('t)]2 е-4' d't. 
о 

(12) 

Для двумерной сети в предположении, что шумы в р азличных 
генераторах некоррелированы и одинаковы по интенсивности: 

( (срк, ,к, - !рк 1 +п 1 ,к2+п 2) 2 ) = 
00 

-2-aw-~-A2-S [Л ('t)- Iп, ('t) Iп, ('t)] e-2•d't. (13) 
о 

Для трехмерной сети в предположении , что шумит лишь один 

генератор с номером (К1, К2, Кз) : 

(( <JJк,+k,,K,+k,,K,+k• - <рк 1+п,,к,+п, ,к.+п ,) 2) = 
00 

N s [Ik, ('t) l k, ('t) lk, ('t)-Iп, ('t) fп, ('t)'Iп, ('t)]2e-6'd't. (14) 
2aw2A2 • 

о 

Для трехмерной сети в предположении, что шумы различных автоге· 
нераторов некоррелированы и одинаковы по интенсивности: 

( (срк, ,к"к, - !рк,+п,,к ,+п"к.+п,) 2 ) = 
00 

N_ . r (Л ('t) - / п, ('t) / п, ('t) / п, ('t)] е-6' d't. 
2aw2A2 1 

о 

3. Изучим асимптотическое поведение интегралов типа 

00 

Dn (k1, · · · , kп) = .f [/~ ('t)- /k, ('t) ... fkn ('t)] e-n• d't. 
о 

Сходные с ними интегралы 

6* 

( 15) 
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00 

Rп(k1' · · · ,kп) = S [!~('t)-Jk,('t) ... Jkn('t)J2e-2n'fd't 
о 

сводятся к ним при помощи соотношения 

Rn (k1' · · · , k") = 2D2n (О, k1, ... , О, kп)-D2n (k1, k1, ... , kп, kп)• (16) 

Интеграл Dn порядка п = 1 может быть вычислен точно [4]: 

D1 (k) = k. (17) 

В частном случае k1 = k2 можно точно вычислить интеграл Dn порядка 
n=2: 

1 

D2 (k,k) = ~5 l-x
2
k dx = ~ (l + J_ + _!_ + ... + 1 

)· (18) 
" 1 - х2 л: 3 5 2k - 1 

о 

При выводе ( 18) используется интегральное представление про­
изведения [3] и преобразование Лапласа [4] бесселевых функций мни-

мого аргумента. Ясно, что D2 (k, k) растет как const + -1
- ln k при 
2 

k-+ оо. Из соображений симметрии ясно, что множество узлов (k 1, k2), 

удовлетворяющих условию 

( 19) 

при больших Г образует круг на плоскости (k1, k2). Это предположе­
ние подтверждают расчеты D2 (k1. k2) на ЭВМ. На рисунке показаны 
области, отвечающие условию (19) при Г=О,75, 1 и 1,25. Радиус круга 
легко определяется с помощью ( 18). 

Наконец покажем, что при п~З 

"" 
lim Dп (k1 , k2 , ••• , kп) = r /~ ('t) е-"' d't. (20) 
~400 J 

С помощью lim обозначен предел при условии, что хотя бы одно из 
ki-.oo 

чисел k1, k2 , ••• , kп стремится к бесконечности. 
Доказательство формулы (20) следует из равенства 

00 

5 fk, ('t) ... f kn ('t) е-"' d't = 
о 

:Jt :Jt . __ (-J-)n s ... s COS kiX1 • .. COS kпХп d d Х1 ... Хп 
2л: n - COS Х1 - ••• - COS Х11 

-:rt -:rt 

(21) 

и теоремы Римана о коэффициентах ряда Фурье ([5], n° 682), применимой 
:Jt :Jt 

_ 3 5 5 dx1 •• • dxn б вследствие того, что при п > ... сходится а -
• . n - COS Х1 - ••• - COS Xn 

-:rt -те 

солютно. 

в приложениях теории важно уметь определять число и располо­

жение автогенераторов, работающих синхронно при данном уровне 

340 



шума. Будем считать, что автогенераторы из некоторой совокупно­
сти - «кластера» работают синхронно, если средний квадрат разности 
фаз любых двух генераторов кластера не превосходит л:2 • Тогда из 
изложенных результатов следует, что при условии 

2:n:2(1(J)2 А2 
N< -oo-----

r J з (•) гз' d• .1 о 
о 

. -6 -4 . 4 6 8 

бесконечная трехмерная сеть генераторов образует кластер. Одномер­
ная и двумерная сети генераторов могут образовывать лишь кластеры 
конечных размеров, определяемых из формул (9), ( 13), ( 17), ( 18). 
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