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ЧЕРЕЗ РАЗЛОЖЕНИЕ ПО ЭЛЛИПСОИДАЛЬНЫМ 

ФУНКЦИЯМ 

В статье рассмотрено распредел~ние нормального поля силы тяжести в зави
симости от эллипсоидальных координат и функций, найдены выражения параметров 
земного трехосного элтшсоида в завщ:имости от коэффициентов разложения силы 
тяжести в ряд по эллипсоидальным фунщиям . 

Распределение силы тяжести на уроненном трехосном эллипсоиде 
выражается известной формулой Минео [ 1] 

(й'Уа cos2 Л. + Ьуь siп2 Л.) cos2 <р + сус sin2 <р 

'У = -( (а2 cos Л. + Ь2 sin2 Л.) cos2 <р + с2 sin2 <р ' 
(1) 

где а, Ь, с - по.11уоси эллипсоида 'Уа. уь, 'Ус -сила тяжести на концах по
луосей, <р, Л - широта и долгота. 
· Поставим задачу выражения распределения силы тяжести на эл-
.1ипсоиде в эллипсоидальных координатах. Имея в виду, что 

с= a(l -a), 'Ус = Ya(l + ~), 
Ь = a(l-a'), Уь = Ya(l + ~') 

(где а и р - полярное сжатие и отношение разности силы тяжести на 
концах полуосей с и а к силе тяжести Уа, а' и Р' - сжатие экватора и 
отношение разности силы тяжести на концах полуосей Ь и с к силе тя
жести 'Уа), а также используя связь эллипсоидальных координат µ, v 
на эллипсоиде со сферическими угловыми координатами <р, Л 

µ2v2 k2 (µ2 _ h2) (h2 _ v2) 
cos2 <р = -- cos2 Л = --'-'---..:......:.---'--

k2h2 ' (k2 - h2) (k2h2 - µ2v2) ' 

k2h2 _ µ2v2 . h2 (k2 _ µ2) (k2 _ v2) 
sin 2 <р = sш 2 Л = 

k2h2 ' (k2 _ h2) (k2h _ µ2v2) 

(где k, h' - некоторые постоянные, характеризующие размеры эллип· 
соида), можно написать разложение у в эллипсоидальных координатах 
;.t, v по степеням малых величин а, р, а', р'. Известно, что порядок 
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малости а и ~ одинаков ( 1/ 300), а а' и ~' относительно ю1х представля
ют собой члены второго порядка малости 

{ 
k2h2 _ µ2v2 k2h2 ·_ µ2v2 

у(µ, v) = Уа 1 + ~ k2h2 - а~ k2h2 + 
+ а,2 k2h2 _ µ2v2 _ , (k2 _ µ2) (k2 _ v2) 

. k2h2 ~ k2 (k2 - h2) + 

2а ... 
, 112 (k2 _ µ2) v2 (k2 _ v2) } 

+ k2 (k2 _ h2) (k2h2 _ µ2v2) + • 
(2) 

Ограничиваясь членами второго порядка малост11 относительно 
G и ~. можно переписать это разложение в виде: 

y(µ,v) = Ya {1 + k2h2(l~;:~~~a~a2) F1(µ,v) + 

~, 2а' } 
+ k2(k2-h2) (1 +~ -а~-а2) F 2 (µ, v) + k2(k2-h2)(1 + ~-а~-а2) F 3 (µ, v) ' 

(3) 

где 

Уа = Ya(l + ~-а~-а2), F 1 (µ, v) = µ2v2, 

F (µ v) = (k2 - µ2) (k2 - v2) F (µ v) = µ2v2 (k2 - µ2) (k2 - v2) 
2 ' ' з ' k2h2 2 2 • -µv 

Так11м образом, формула (3) с точностью до членов второго по
рядка полярного сжатия выражает распределение силы тяжести на 

уровенном трехосном элтшсоище в систе- , 
ме эллипсоидальных координат. На рисун
ке приведены •Графики .качественных из
менений функций F1, F2, F3 щля зна'Чений 
k2=648 600, h2=3812 и фиксированных v. 

Выразим параметры земного эллип
соида <Через коэффициенты разложения 
гравитационного поля в ряд по функция:м 
Ламе. Это можно сделать, используя уже 
известную связь коэффициентов разложе
ния по сферическим функциям с парамет
рами эллипсоида. В час11ности, 
И . Д. Жонголовичем было получено (2]: 

а = у (i +-1 A __ s_ А - _1 А') 
00 й 3 t' 15 t'l 3 t' . µ 

. 2 8 1 
а20 = Уа( 3 ~- 2[~1 + 3 ~'). 

32 
а4.о = Уа35 ~1• 

а22 = Уа__!__~' cos 2Ло, 
6 

Ь2~ = Уа-1 ~· sln 2Ло, ~1 =а~+ _1 а,2, 
6 2 
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где а0о, а2о - коэффициенты функций Лежандра в разложении силы 
тяжести с точностью до квадрата, полярного сжатия 

у(<р, Л) = аоо + а20Р20(1Р) + а40Р40(1Р) + 
+ (а22 cos 2Л + Ь22 sin 2Л) р22 (<р). (4) 

Далее используем связь между сферическими полиномами Ленжандра 
Р20, р40, Р22 и т. д. и эллипсоидальными функциями четырех типов 
Enm(µ), Епт(у) и их произведениями · [З, 4]: 

2 3 

Р20 = Е 'X2mK2m(µ)K2т(v), Р40 = Е 'X4mK4m(µ)K4т(v), 
m=I m=I 

2 1 

Р22 COS 2Л = Е Х2тК2т (µ) К2т (v), р22 sin 2Л = ~ б2тN2т (µ) N2m (v). 
m=I m=I 

Подставим в формулу (4) вместо полиномов Лежандра их выра
жения через произведения эллипсоидальных функций . Получим 

'У = Аоо + А21К21 (µ) К21 (v) + А2~22 (µ) К22 (v) + 
+ AuK41 (µ) К41 (v) + А42К42 (µ) К42 (v) + А43К4з (µ) К4з (v) + 

+ А21К21 (µ) К21 (v) + А22К22 (µ) К22 (v) + A21N21 (µ) N21 (v) + ··· , (5) 

где коэффициенты имеют вид: 

А - у (1 +-1 А_~ А __ l А') 00 - а 3 t' 15 t'l 3 t' ' 

А - 'У (..!. А - _8 А + _1 At) х 21 - а З t' 21 t'l З t' 21 • (5') 

А = 'У (..!.А __ 8_ А + ~ А') х 22 а З t' 21 t'l З t' 22• 

Эта формула с точностью до третьего порядка сжатия представ
ляет распределение силы тяжести на эллипсоиде через произведения 

эллипсоидальных функций, в которых имеющиеся коэффициенты 
Аоо, ... , Anm (п=О, 1, 2, ... , оо; m=O, 1, 2, ... , 2п+1) произвольны. Срав
нивая (5') с формулой разложения силы тяжести по эллипсоидальным 
функциям, где коэффициенты известны [5], видим, что для соответст
вия нужно положить 

Аоо = Воо• rA21 = В21• А41 = 841, ... 
Х21 Х41 

Пользуясь известными численными коэффициентами разложения 
(5), получим 
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У= Воо + 2В21К21 (µ) К21 (v) + 2В22К22 (µ) К22 (v) + ВнК41 (µ) J\41 (v) + 

+ B4zJ\42 (µ) J\42 (v) + B4sJ\4з (µ) J\4з (v) + B21N21 (µ) N21 (v). (6) 

Итак, искомые параметры земного эллипсоида можно получить из 
численных коэффициентов разложения силы тяжести в ряды по эллип
соидальным функциям: 

1 3 v 2 -2 
Уа = Воо--В21+-В41 + З В21 + В2 1, 

2 8 

3 5 v 2 -2 Уа~= - В21 + - В41 - 3 В21 + В21, 
2 8 

А 35 В v 2 - 2 
Yal"l = 32 41> Уа~' = 6 В21 + 8 21, 

R' 
а' = -~ .... --

19 
1--q 

7 

5 5 
2q-~+ 7qa' 

а = -------
17 

l + -q 
14 

(7) 

Долгота Л0 наибольшей полуоси экватора а вычисляется по формуле 
tg2Лo =B21/B21, а сила тяжести vь на конце малой полуоси Ь экватора н 
полюсная сила тяжести 'Vc по формулам 

1 1 3 у 2 ~2 
Уь =Уа (1- ~ ) = Воо - - В21 + - В41 - 3 В21 + В21, 

2 8 

у,= Ya(l + ~) = Воо + В21 + В41. 

Массу Земли можно определить по формулам Пицетти 

'Уа + :J.!!_ + 1.Е__ = 3f М _ 2ffi2 
а Ь с аЬс 

или /l(онголовича 

fM=yaa2 (1-a-a' +aa')++ffi2a3 (1-+a- :\а' + ... ). 

где М - масса Земли, (J) - угловая скорость вращения Земли, а 
большая полуось экватора. 
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