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ХЕЛЛАЛЬ ЭЛЬ ХАСЕН 

ГРАДИЕНТНАЯ ИНВАРИАНТНОСТЬ И РЕГУЛЯРИЗАЦИЯ 

« ПРЕДЕЛЬНОГО ПРЕДСТАВЛЕНИЯ» 

Показано, что при наложении дополнительных условий на вспомогательные
массы регуляризация «предельного представления» - градиентно-инвариантная . 

В ряде ра1бот [ 1, 2, ,З] ·был .предложен метод регуляризации - та к
называемое «предельное представление» . На примере скалярной тео
рии были сформулированы условия, !При .которых матричные элементы 
S-матрицы, регуляризованные R-операцией Боголюбова [ 4] и регуля
ризацией «Предельного представления», совпадают. Этот метод недавно. 
был перенесен нами на электродинамику [5]. В этой модели спинорные: 
и фотонные пропагаторы рассматриваются как слабый предел непре
рывных функций: 

лс(х) = limЛc (x, v) = lim r dke'kx '\1 a; (v) -------
v-.o v-o J ~ m2 9Лz (v) - k2 - ie 

sc (х) = lim sc (х, µ) = lim S dk eik~ ", Ь; (µ) ___ т_+_:...._k __ _ 
µ--+О µ-О ~ m2 mz (µ) - k2 - ie 

где константы а; (v), ro?; (v), ь, (µ), m, (µ)удовлетворяют условиям Паули
Вилларса [6]: 

~ ai (v) ro?~ (v) = О, 
i 

В этом представлении матричный элемент п-го порядка теории 
возмущения определяется как интеграл от произведения обобщенной. 
функции на гладкую функцию g(x1, ... , Xn) 
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где 

,Sen = \}) lim \}) lim s dXI . · · dXn g (Х1 ... Хп) п лс (xi - Xi, Va(i, j)) Х 
(v)-.O (µ)-.О i<j 

Х П sc (хг - Xs, µ13(r,'s)), 
r <s 

1 
\}) = -- Р ( v1 ... v N) - сумма по всем перестановкам ( v1, • . . , v N), 

N! 

lim = lim lim . . . lim. 
i (v--.o) (v,--.O) (v,-+0) v N-.o 

В дальнейшем должны выполняться следующие условия. 
1. Параметры ~i (v) и mi (µ) удовлетворяют равенствам: 

lim Lai(v)~f(v)Lп/3~i(v) = Аа,/3 < +=, 
v ... o i 

(2) 

(Lext - число внешних .линий; п - порядок ряда теории возмущений). 
2. Предельный переход по параметрам, соответствующим спинор 

ным пропагаторам, следует совершать до предельного перехода по 

параметрам, соответствующим фотонным пропагаторам; регуляризация 
«предельного представления» эквивалентна R-операции Боголюбова. 
Однако не вызывает ли применение этого метода нарушения градиент
ной инвариантности. В данной работе как раз и доказывается, что при 
некоторых фиксированных значениях «спинорных» констант Ва, 13 ре
гуляризация «предельного представления» градиентно-инвариантна. 

Для удобства сначала рассматриваются диаграммы, имеющие 
замкнутые спинорные циклы, а затем все диаграммы с незамкнутыми 

спинорными линиями. 

§ \. Градиентная инвариантность ди:~rрамм с замкнутыми спинорными циклами 

Известно 1, что полное выражение операторной функции п-го по
рядка S n можно представить в виде суммы матричных элементов, 
соответствующих всем возможным диаграммам п-го порядка, содержа

щим п вершин. Исходя из одного матричного элемента S-матрицы , 
можно получить все остальные перестановкой всех возможных матрицы 

Дирака Ул" ... , Улп и аргументов Х1, Х2, ... , Хп. Поэтому удобнее 
представить матрицу рассеяния п-го порядка в таком виде: 

а 

sn = s dxl, .. . 'dxn п Алi (xJ { п~ 1 ~Rл,, .... лп (xI, ... ' Хп) }. 
i р 

где Rл,, ... , лп (х1 , ... , хп) - произведение всех сверток диаграмм, со
держащих п вершин; Р обозначает, что ·суммирование [Jроводится по 
ъсем возможным диаграммам перестановкой матриц и аргументов 

1 См . , например, (4). 
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Пусть Gn - некоторая диаграмма Фейнмана, состоящая из внут
ренних фотонных линий замкнутых спинорных циклов и внешних 
фотонных линий. Представим в регуляризованном виде матричный 
элемент S n, соответствующий сумме всех возможных диаграмм 
типа Gn 

а 

Sn= sndai Алi(а{){ n~l LRл,,., . ,лп(а1, .. . ,а)а}• 
i р 

где 

ь 

Rл, , .. .. лп (а1 , ... , аа) = 1Р lim 1Р lim S П daj Л (ajvj) Х 
(V)-+0 (µ)-+0 j 

п п v а Ь п 

Х S lldr1 Sp{[I y"'1 S(r1, µ1)} П б (~:В1аt + Ее/аj + Ееiг1 ). 
l=l l=l s=l i i l=l 

Через r 1 обозначаем им.пульсы спинорных линий, a j - им.пульсы 
ънутренних фотонных линий, ai - импульсы внешних фотонных линий; 

О если i * s 
1 если i = s 

1

1 если s = l 

ei = 1 если линия l s выходит из s и 
входит в l 

- 1 в обратном случае 

Далее обозначим через -Gn поддиаграмму, полученную из диаграм
мы Gn разрывом всех внутренних фотонных линий, соответствующих 

произведениям сверток ПЛ(аj, Vj); соответственно этому диаграмма Gn 
i 

содержит лишь спинорные замкнутые циклы, и поэтому его м атричный 
элемент распадается на произведение матричных элементов, соответ

ствующих этим циклам. Тогда матрица Sn, соответствующая этим ти
пам диаграмм, выражается следующим образом: 

а Ь 

Sn= Sfld a1 A~., (aJrdaj Ai.j (aj) {П 7\,, ... ,лп(а)}. 
i i 

где 

Тл,, .. . , л" (а) = \Р lim 7\,, ... , л.11 (а:(µ)) = 1Р lim п-
1 • (µ)->0 (µ)-+0 

11 v а Ь п 

х Sp{Пv"'1 S_(r 1 , µ1)} П б (~ е:а1 --Г ~ ejaj + L е~ г 1 ). 
l=l S=l i j l=l 

П обозначает, что в скобке стоит произведение матричных элементов, 

соответствующих всем циклам Gn. 
Следовательно, Sn можно представить в виде 
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Соотношение (3) показывает явно, что всякая зависимость от парамет
ров (µ) будет относиться только к поддиаграммам типа о~. поэтому 
придется рассмотреть их свойства, чтобы установить законность пре
дельного перехода по параметрам (µ). 

Прежде всего отметим, что благодаря теореме Фарри диаграмма 

Gn содержит лишь четные замкнутые спинорные циклы. Тогда 

где 

2m-l k 

Т о,л,, ... , л2111_1 (а.о, а.1 , ••• , а.2т-1 (µ)) = ~ S dr Sp { П улi S (r + р1 , µ1) Х 
k=I i=I 

2m-l 

Х у0 S (r + Pk + а.а, vk+1) П улi S (r + Р; + а.о, vi+1)}, ( 4) 
i=k+I 

i 
Pj = L а.1, P2m-I =-а.о , j ~ 2т-1, 

l=I 

а - импульсы внешних фотонных линий диаграммы, 2т - число спи
норных линий замкнутого спинорного цикла. 

Рассмотрим условия градиентной инвариантности, и прежде всего 
бесконечное малое градиентное преобразование потенциалов электро
магнитного поля. При этом преобразовании матричный элемент S 2n 

получает следующее приращение: 

Х {а.0 ф lim Та,л,, ... , л m- (а.о; а.1 , •.• , a2m-l (µ))} {П' Ф lim Т(а. (µ)) }; 
(µ) ..... о 2 i (µ)->О 

(5) 
П' обозначает, что в скобке стоит произведение матричных элементов 

Т соответствующих всем циклам G2m, кроме цикла, содержащего вер
шину cr, из которой выходит внешняя фотонная линия Ал0 (а.о). 

Ввиду произвольности функции fcr и требования инвариантности 
матричный элемент S2n при градиентном преобразовании приводит 
к тому, что выполняется следующее условие: 

бТ = ~ goo а.0 \Р lim Т о,Л,, ... , л 2111 _1 (а.о, а.1 , • • • , ~т-1 (µ)) = О. (6) 
о (µ)->0 

Поскольку 

5 ВМУ, № 4, физика, астрономия 449 



то соотношение (6) можно переписа_ть в виде 

2т-\ 

х П •/'i S (r + pi + аа, µн1) [S (r + Pk + аа, µk+1) s-1 (r + Pk + aa)J}
i=k+t 

(7) 
2т-1 k-1 

- \Р lim ] J dr Sp {Пул; S (r + р3 , µ;) Х 
(µ)->О k=I i=I 

2m-\ 

х П •/i S (r + Р; + а0; µн1) [S (r + pk, µk) s- 1 (r + Pk)J}. 
J=k 

В первом слагаемом выражения (7) выделим из знака суммы член, 
для которого k=2m~l, а из второго - член, для которого k=1l. При 
этом получим 

2m-l 

6Т = \Р lim J dr Sp { П ул; S (r + pi, µ;) [S (r + Р2т-1 + аа , µzт-1) Х 
(µ)->О 

j-1 

2т-\ k 2т-1 

x S- 1(r + P2m-1 + aa)]} + IP lim ~ SdrSp{П yлiS(r + pj , µi) П х 
(µ)->0 ~ 

k=I j=I i=k+I 

Х •/i S (r + Р; + а0 , µн1) Х [S (r + Pk + аа, µн1) S-1 (r + Pk + аа)] }

(8) 

2m-1 
- \Р lim ~ dr Sp { П улi S (r + pi + а0 , µн1)[S (r + р1 , µ1 ) s-1 х 

(µ)->0" 
i=I 

2т-\ k-1 2т-1 

х (г + р1)J} +-\Р lim ~ \ dгsр{П yлiS(г + pj µj) П х 
(µ)->О k.; ., 

. k=2 j=I i=k 

Х ул; S (r + pi + аа, µн1) [S (r + Pk, µk) S-1 (r + Pk)] }· 

Если в последнем слагаемом выражения (8) совершим преобра
зование индекса k-+k+ 1, принимая во внимание, что Р2т-1 + аа = О, то 
получим: 

2т-1 

бТ = \Р lim 5 dr Sp { П улi S (r + pi, µ;)[S (r, µ2m) s-1 (r} -S (r + Р1 -
(µ)->О 

j=I 

2m-2 k 

-аа, µ1) s-1 (r + Р1 - аа)]} + \Р lim ~ s drSp {П улi s (r + pj , µj) х 
(µ)->О 

k=I j=I 
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2т-2 

х П ·/'i S (r -t- pj + аа, µн1) [S (r + Pk + аа, µk+1) S-1 (r + Pk + aa)

i=k+t 

-S(r + Pk+1, µk+1) S-1 (r + Pн1)J}. (9) 

Рассмотрим вопрос о возможности предельного перехода под знаком 

интеграла по параметрам (µ). По определению имеем 
2т 

\Р lim = -
1
- ~ lim \Р lim , 

( µ) -> О 2т µ .... о <i -.о 
P=l Р Р) 

(tlp) = (µ1, · · · ' µр-1; µP+l' · · · ' µ2т)· 
При осуществлении предельного перехода по (µ р) выражение (9) бла
годаря условию ( 1) сходится как 

аа lim 'f (µр) ~ J d< 1> r ,-2т < + оо. 
µр т;;;.1 

Отсю__Е.а следует, что совершение предельного перехода по пара

метрам (µр) под знаком интеграла в соотношение (9) з а конно. Тогда 
получим 

2т-1 

бТ = -
1-lim r drSp{П Л/'iS(r + pj) х 

2m µ-+О j 
i = I 

2т-2 k 2m-1 

+ - 1-lim ~ 5drSp {П ·/"i S (r + р;) П •/"i S (r + pi + а:а) Х 
2т µ-.о~ 

k=l i=l i=k+l 

Х [S (r + Pk + аа, µ) s-1 (r + Pk + a:a)-S (r + Pk+1, µ) S-1 (r + Pk+1)] }· 

( 10) 

Осталось установить законность предельного перехода под знаком 
интеграла в соотношении (10) по параметру (µ), осуществление кото
рого приводит к выражениям, расходящимся при больших импульсах 
как: 

бf ~ S d(l) r г(2т-4). (11) 

Из соотношения (11) следует, что если m>2, то в формуле (10) 
предельный переход по µ под знаком интеграла разрешен, поскольку 
получаемые интегралы абсолютно сходятся; но если m~2, то интегра
лы в (10) после совершения предельного перехода по µ при больших 
и мпул ьсах расходятся. 

В случае, когда m > 2, из соотношения (10) после совершения пре
дельного перехода получим 

а:а 1.Р 1 im Ta.'A, . .. 'A2m-l ( аа, а1, ... ' a:2m-l (µ)) = О, 
(µ) ->О . 

где m>2. 
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Таким образом, для диа!Грамм, порядок которых выше второго, усло
вие градиентной инвариантности выполняется. 

Когда (m~2) для большей наглядности в каждом конкретном 
случае надо устанавливать условия, при которых градиентная инвари

антность выполняется. 

m= 1 (диаграмма собственной энергии фотона). Матричный эле
мент этой диаграммы имеет следующий вид: 

1 

пар (q) = 8iл2 (qc.tqP - gc.tf3q2
) {lim Е bi (µ) r dss (1- s) х 

µ->О i О 

х lп (m2 [~m; (µ) + (1-Щ- s (1- s) q2
)} + 

+ im2gc.tf'> {Iim ~ bi (µ)ffiZ (µ) lп mi (µ)- lim Е bi (µ) ln тi (µ)}. 
µ->О . µ->О . 

1 1 

Следовательно, чтобы матричный элемент паР (q) был градиентно-инвари
антен, необхпцимо выполнение условия 

Iim !: bi (µ m; (µ) ln тi (µ) - lim Е bi (µ) ln тi (µ) = В2, 1 - Во,1 =О. 
µ->О i µ->О i 

m=2 (диаграмма с четырьмя спинорными линиями). Регуляризо
ванный матричный элемент выражается в виде 

аЬсd 

\1) lim О (р1 , р2 , р,,, Р4 : (µ)) = \1) lim S dr Sp ( уа S (r + р1 , µ1) 'Уь Х 
(µ) -;О (µ)->О 

Для этой диаграммы условие градиентной инвариантности сводится 
к следующему: 

аЬсd 

Е gaapf \1) lim О (Р1, Р2, Рз, Р4: (µ)) = О. 
а (µ)->О 

(12) 

Дифференцируя формулу (1.2) по pf и полагая р~ =О, находим 

аЬсd 

\1) lim 0 (О, р2 , р3 , Р4 : (µ)) = О. 
\µ)->0 

Отсюда с.rrедует, что 

аЬсd 

\1) lim 0 (О, О, О, О:(µ)) =О. ( 13) 
(µ)->О 

Соотношение (13) является условием выполнения градиентной инва
риантности. 

Лишь благодаря логарифмической расходимости (w(G) =0) диа
граммы 04, вычитание ряда Маклорена сводится к вычитанию из 
\1) limD его значения при нулевых значениях импульсов внешних фото
нов. Ввиду ( 13) эта величина равна нулю и сам матричный элемент 
оказывается сходящимся. Следовательно, при выполнении условия 
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abcd 
ф lim О (О, О, О, О:(µ)) = __!. in2 {gacgbd + gьcgad _ 2gaьgcd} Х 

(µ)~О 3 

матричный элемент G4 градиентно-инвариантен. 
Таким образом, в случае, когда т::::;;2, градиентная инвариантность 

выполняется при условии 

Во,1 = В2,1 = 5/ 12. ( 14) 

Следовательно, для всех т~ l при выполнении условия (14) по
лучим 

аа ф lim Та,л, . .. , л2т-\ (aai а1 , ••• , Щт-1 : (µ)) = О. 
(µ)~О 

Отсюда вытекает, что (см . (17)) приращение (5) также обратится 
в нуль. 

Таким образом, мы доказали, что матричный элемент S2n, соответ
ствующий всем возможным диаграммам п-го порядка теории возмуще
ния (диаграммам, имеющим лишь замкнутые спинорные линии), 
градиентно-инвариантен. 

~ § 2. Градиентная инвариантн•1сть диаграмм незамкнутых циклов 

Как и в § 1, для операторной функции п-го порядка Sn запишем 
следующее выражение: 

Sп=~М1".п(/; q), 
р 

где M1 ". n - матричный элемент диаграммы незамкнутого цикла G~. 
Пусть G~ - некоторая диаграмма Фейнмана, состоящая из внут 

ренних фотонных (ri) и спинорных (r; ) линий и с любым числом внеш
них фотонных и спинорных линий с соответствующими им импульсами 
(q) и (l). Ее регуляризованнlЫй матричный элемент имеет вид 

М1 ".п (l; q) = : п чr Ua) {Ф lim ф lim s dr С~" .п (r, q, l: (µ)) х 
а (v)->0 (µ)~О 

Х F(r, q, l:(v))} ПA[(qt)П'l'(l6):, (15) 
i ь 

где C1 ".n (r, q, l: (µ)) - произведение всех спинорных пропагаторов, 
F (r, q, ~(v)) - произведение всех фотонных пропа1гаторов. 

Рассмотрим пре;х.ельный переход по параметрам (µ) под знаком 
интеграла в выражении (15). Благодаря условию (!) при больших 
импульсах r пропагатор лс (r, v) ведет себя как: 

Следовательно, при больших импульсах функция лс ведет себя ка к 
(r2 )-3 (а - чис.тю внутренних фотонных линий). 
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Поскольку мы рассматриваем диаграммы с незамкнутыми спинор
ными линиями, то число внутренних фотонных и спинорных линий а и 
~ всегда положительно, т. е. а~ 1, р~2. Следовательно, какой бы ни 

была диаграмма G~, мы имеем право совершить предельный переход 
по параметрам (µ) под знаком интеграла в выражении (15), так как 
функция F(r, q, l: v)) гарантирует всегда сходимость интеграла, что 
.тrегко проверить. 

Если а~ 1 и р~2, то при r»O 

М1."п ~ \!) lim \ d(l>r r3 (r2)-3a ,-13 < + оо. 
(V)->0 .J 

И значит необходимость регуляризации незамкнутых спинорных линий 
не возникает. Тогда Sn можно представить в виде 

Sn = Е : п w {la) {\IJ lim r dr С1 ... п (r, q, /) х 
f а (v)->0 J 

Х F(r, q, /:(v))}ПAi(qJПЧ'{lь): ( 16) 
i ь 

Условие градиентной инвариантности матричного элемента может 
быть получено из соотношения (16) после воздействия на него обрат
ным преобразованием Фурье. Итак, получаем следующее приращение 
для Sп: 

бSп = L: \IJ lim S dx1 ... dxn П А1 (х1 ) f/xJ П лс (хг -Х5 , 'Va(r,s>) Х 
f (v)->O f-#=i r<s 

Х {diviП'Y(xa)C1 ... i ... n(x1 , •.• , xl, ... хп) ПЧ'(хь)}: 
а Ь 

Вычисляя соответствующие дивергенции в (17), находим: 

бSп = : \!) lim J dx1 ••• dxn ПА (х1) f (xJ П лс (х, - Х5 , 'Va(r,s>) Х 
(V)->O t=jl::.i r<s 

NI Nt 
Х {~ б(хе-х1) - L б(хt -Хе·)} Х 

8=1 8 '=1 

Х П 'I' (ха) С1 ... п-1 (х1 , •.. , Xi-1; Xi+l• ... хп) П Ч' (хь), 
а ь 

где 

R = {1, 2, ... , i - 1; i + 1, ... п}. 

Отсюда бSп = О. 
Таким образом мы доказали, что матрица рассеяния п-го порядка, 

представляющая собой сумму матричных элемен11ов, соответствующих 
всем возможным диаграммам п-го порядка незамкнутых спинорных 

циклов, регуляризованных методом «Предельного представления», гра

диентно-инвариантна. 

Применение регуляризации «предельного представления» в кван
товой электродинамике позволило получить два важных результата. 
С одной стороны, обеспечивается конечность всех матричных элементов 
S-матрицы (предложенная регуляризация является обобщенной формой 
регуляризации Паули-Вилларса и, кроме того, благодаря условию (2) 
окончательной), с другой стороны, сохраняется условие градиентной 
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инвариантности при наложении условия на «спинорные» констан

ты Ba.,f3· 
Автор выражает искреннюю благодарность Д. А. Славнову за по

становку задачи и за большую помощь. 
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