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Показано, что модель Изинга длн некоторого класса взаимодействий имеет 
-гочное решение, совпадающее (при N-+"°) с молекулярным полем Брэгга-Вильямса. 
Рассмотрено обобщение на спиновые модели общего вида . 

Введение 

Метод двухвременных температурных функций Грина был впервые 
применен для изучения модели Изинга, которая определяется обычно 
гамильтонианом 

н = - µflt ~ s; - + ~ v,,, s/ s;,, (1) 

f f'*' 
где Н - магнитное поле, S'f и z - компоненты спинов в узлах f, 
Vn' - обменный интеграл (см . {1 ]). Краткий обзор целого ряда нетри­
виальных результатов см. в [2] . 

В настоящей работе подход Тябликова-Федянина используется 
для рассмотрения модели Изинга со взаимодействием специального 
вида 

Vn' = 
J (f-f') 

R (N) 
(2) 

где R (N) - некоторая функция числа узлов №-решетки , такая, что 
limR (N) = оо, а J (f-f') ограничена и для ферромагнитной модели Изин-
N~оо N 

га, 0< ,Е Vff'=IN<oo для любого N , lim! N= l .<oo. Для модели Изин-
f ' N~oo 

га ( 1) со взаимодействием (2) можно получить явное решение, точное 
в пределе N-+-oo; это значит, что свободная энергия системы, описы­
ваемой ( 1) и (2), и все корреляционные функции в термодинамическом 
пределе (N-+oo) совпадают с соответствующими функциями некоторого 
модельного гамильтониана Н0, термодинамические свойства которого 
хорошо известны. Для модели с R (№) =N и ! N= l = ! (f-f') (модель 
Темперлея [3] ) в [ 4] были проведены расчеты, показывающие, что 
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соответствующая плотность свободной энергии F (Н) /N асимптотически 
(т. е. в пределе N-+oo) мало отличается от плотности свободной энер­
гии модельного гамильтониана Н0, т. е. Н и Но - «термодинамичесюr 
эквивалентные» гамильтонианы [5] . Однако эти расчеты так или инач~ 
были проделаны по теории возмущений, и вывод о сходиJ\!ости к нулю 

F (Н)- F (Но) делался на том " основании, что каждыи член разложенин 
N 

[ 4] (либо каждая поправка к диаграммам деревьев [6]) функции 

F (H)-F (Но) асимптотически мал. 
N 

Против этого вывода можно выдвинуть следующне возражения: 
во-первых, отбрасывается бесконечное число асимптотически малых 
членов, суммарный вклад которых может быть и ненулевым; во-вто­
рых, сходимость (в каком-то смысле) плотности F(H)/N к F(Ho)/N 
еще не означает совпадение термодинамик двух моделей, так как для 
этого требуется еще совпадение всех корреляционных функций, т. е. 
сходимость всевозможных производных от f (Н) по термодинамическим 
параметрам к производным от f (Но) . Можно ли доказать последнее 
в методе «термодинамически эквивалентных гамильтонианов» заранее 

неясно (см. замечание в [5]). Для доказательства нами использован 
!.1.етод, развитый в [7] для модели БКШ; однако наши заключения. 
отличаются от [7] . 

§ 1. Модельный гамильтониан. Уравнения для функций Грина 

Следуя [ 1, 2], рассмотрим в ( 1) случай спина 1/ 2 . Операторы s; 
l\южно выразить через Фер ми-операторы, сосредоточенные в узлах: 
решетки: 

(3) 

С помощью (3) гамильтониан (1) выражается через операторы числа 

частиц N1 = at а1 : 

Н = Е + L ~Nj-+ ~ Vff'NrNт·, (4) 
f fТ:f' 

а уравнения движения для ar принимают вид 
Ща{ = + (L-_E Vtt-Nт-) af. 

f' 

(5) 

Для получения модельного гамильтониана воспользуемся принци­
пом, основанным на неравенстве Боголюбова 1[8, '9]. Введем функцию 

А1=А1 и оператор B1=N11-A1, тогда (1) представляется в виде 

где 
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H = H0 + Hz, 

Н0 = Е' + ~(L- ~\/п,Ат· )Nт, 
f f' 

Е' = Е + + ~ Vtt' A1Ar·, 
fфf' 

Н1 = -+ ~ Vtt-BrBt,_ 
f,Cf' 

(6} 



Минимизируя правую часть неравенства Боголюбова F(H) ~F(Ho) + 
+ <Н-Но>о (< ... >о среднее по Но) по введенным параметрам А1. 
получим уравнение А 1 = <N1>o, при этом <Н-Но>о=О. Гамильтониан 
Но (6) с параметрами А1, определяемыми из уравнения А 1 = <N1>0 и 
будем называть модельным гамильтонианом для задачи ( 1) (гамиль­
тониан молекулярного поля для ( 1)). Покажем, что все термодинами­
ческие средние, рассчитанные с Н определяемым по ( 1), (2), и с На 
в термодинамическом пределе (NL+oo) совпадают. Для этого рассмот­
рим уравнения для температурных функций Грина, с помощью которых 
по известным правилам определяются термодинамическ11е величины 

системы. 

Например, исходя из антикоммутаторной запаздывающей функции Гри-

на а, (t- t') = -~ е (t- t') ( {а1 (t), at (t')}) = << а, (t) 1 at (t') » с по-
' мощью (5) получим цепочку зацепляющихся уравнений Тябликова-Федя-

нина для модели Изинга [ 1, 2]. Эти уравнения связывают функции вида 

G1м (t- t') = « at (t) М (t) 1 at (t') )) , где М = П Ng, а, (t) = emt a1e-iHt, 
~ g ~ 

причем все индексы {f, g} различны, NJ = Nt= 

ЩG1м(t-t') = б(t-t')({а,м, at}) + LGtм(t-t')-

L Vff' « а,н,, М 1 at » - L Vп, « а, М \ at ),'> . (7) 
f'E{f.g} f'=tg} 

Член с i.д 1М равен нулю, так как [№1, Н] =0. Если для любого N 
R(N)=c<oo, то цепочка уравнений (7) обрывается (N/=№1), их число 
определяется количеством узлов взаимодействующих с выделенным f 
(чис.~ом «ближайших соседей»), получающаяся система уравнений не­
замкнута (см. [1, 2]). Для модельного гамильтониана Н0 цепочка Тяб­
ликова - Федянина также обрывается, но система уравнений уже 
замкнута: 

-о 1 - -+ - -+ 
G1(t-t') = - . 0(t-t')({af(t), Щ (t')}) 0 = «a,lщ )) 0 , 

1 

af (t) = ei.Нol afe-iHot, ЩG/ (t- t') = б (t- t') + LG;-Е Vtt ' At' а[. 
[' 

(8) 

§ 2. Асимптотически точное решение уравнений 

В настоящем параграфе покажем, следуя {?], что для взаимодей­
ствия (2) всей цепочке уравнений (7) удовлетворяют в термодинами­
ческом пределе (N = оо) функции Грина, построенные по модельному 
гамильтониану, т. е. они являются решением задачи ( 1) и (2) в пре­
деле №= оо (асимптотическое точное решение). Следовательно, все тер­
модинамические средние исходной задачи совпадают при (N = оо) 
с !Полученными с помощью Но 1• Найдено, таким образом, асимптоти­
чески точное решение модели Изинга со взаимодействием (2). 

Предварительно рассмотрим функции G~м (t- t') = -~ 0(t-t')({a,(t) х 
1 

Х М (t), at(t')}) 0= «a,м \ at ))0 и покажем, что они (при N-+oo) удав-

1 В этом смысле Н и Но действительно термодинамически экви валентны . 
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летворяют всей системе (7). Для этого необходимо доказать, что подста­

новка G~м (t- t') в (7): 

ЩG~м (t- t') = б (t- t') ({а1М, at})0 + LG?м -
- -

1
- ~ J(f-f') « a1N1 · MI at )) 0 -

R(N) ~ 
f'Ё{f ,g ) 

- R ~N) L J (f- f') « af М ! at )) 0 (9) 
f'={ g ~ 

обращает уравнения (7) в пределе N = оо в тождества. 
Действительно, учитывая, что Н0 диагонален, можно воспользоваться 

теоремой Блоха-Де-Доминисиса [9}, тогда « a 1N1• М 1 at » = (Nt· )0 х 
х (М) 0 « а1 1 a t » и « а,м 1 at ))0 = (М) 0 « а, 1 at »&· Кроме того, набор 
{f, g} для любой функции Грина G?м (t- t') состоит из конечного числа 
узлов, тогда, учитывая свойства (2), получаем 

lim -
1

- ~ J(f-f') « а1 MI at »0 = О, 
N~oo R(N) ~ 

f'={g> 

т. е. с асимптонической точностью из (9) получаем соотношение 
(ер. (8) ): 

ЩG~ (t- t') = б(t- t') + LG~ - -1-~ J(f-f') х 
R (N) ."'-i 

f ' 

Х (N1)G~ + о(-1 -). 
R (N) 

( 10) 

о ~о 

Покажем, что при N~ooG1 ~ G1, т. е. соотношение (10) есть тож-

дество в пределе N = oo, и, кроме того, G?м~ (M)0 G~(t-t'). По опре­
делению 

G? (t- t') = ~ 8 (t- t') + Sp [е-IШо (а1 (t) at (t') + а1 (t')(af (t))]; 
t н. 

рассмотрим выражение 

~ Sp (е-;r.н. eiHt a,e-iHt eiНt ' a t e-iHt' ), 
н. 

которое, учитывая что [Н0 , Н1 ] = О, можно переписать в виде 

\ S ( -Р,Н iE/(t-t') iH/t-t') -i-H1(t-t ') +) 
-2- р е • е е а1 е а1 , 
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н. 

Е1 = L - -
1
- ~ J (f - f') (Nт· )о· 

R(N) ~ 
f' 

С помощью явного выражения для Н1 (6) получаем 

i -
1 -~ J(f-f' )Bf•(t-t') 

iH (t-t') -iН (t-t·) R(N) k4 
е 1 а1е 1 = е f' а,. 

( 11) 



В таком случае выражение (11) с помощью теоремы Блоха-Де 
Доминисиса приводится к виду 

i(/-f') -
1

- ~ J(f-f')Bf' 
R(N) -4 

(a,at)o(e . f )oeiЦt-t ' > (12) 

Если учесть, что среднее в ( 12) вычисляется по модельному гамиль­
тониану, т. е. (B~k+1 ) 0 =О k = О, 1, 2 ... , то 

i(l-1') -
1 

- ~ J(f-f')B[ ' 
R(N) ~ 

(е f' )о = 

= (cos((t- t') -
1
-'-°'J(f-f')Bt· j ) . 

R(N) ~ ' о 
f' 

( 13) 

Для (13) можно дать оценку, если принять во внимание, что 

(Bi)0 = A,-AJ<l: (14) 

1 > (cos[(t- t') R~N) LJ(f-f')Bt· ] )
0
>1-

t' 

__ 1 (t-t')2_1_~J2(f-f')>1--1 (t-t')2_1_ х 
2! R(N) ~ 2 R(N) 

f' 

х [maxJ(f-f'))2. 

Из ( 14) с учетом свойств (2) следует, что ( 13) при N -? оо стремится 

к единице, т. е. (12) при N = oo совпадает с (a,(t)at(t')) 0 и G~м(t-t') 
~о 

с G1м(t-t'). Таким образом, (10) при N-+oo обращается в 

тождество, так как G~(t- t') в этом пределе совпадает с Щ (t- t'), 
удовлетворяющей ' (8), если усреднения и временная эволюция 
осуществляются в (10) с помощью модельного гамильтониана (§ 1). 

-о 
Значит функции Grм (t- t') с асимптотической точностью удовлетворяют 
бесконечной (N = оо) цепочке уравнений (7) для взаимодействия (2) и яв­
ляются, таким образом, решением задачи (1) и ((2) в термодинамическом 
пределе; т. е. модельный гамильтониан Н0 определяет все свойства (1) и 
(2) в пределе N = оо. 

В заключение полученный результат можно сформулировать сле­
дующим образом. Показано, что для некоторого класса обменных 
взаимодействий (2), включающего, в частности, Vft'=!/№, модель 
Изинга имеет асимптотически точное решение, которое совпадает с 
молекулярным полем Брэгга-Вильямса. Значит все термодинамические 
функции, вычисленные с помощью модельного гамильтониана Но, в пре­
деле N = оо совпадают с расчетами с помощью исходного гамильтониа­
на Н. Из этого следует, что вариационный принцип (см. § 1) дает 
асимптотически точное решение задачи ( 1) и (2). 

Изложенное выше доказательство без труда переносится на спи­
новые гамильтонианы более общего вида, описывающие взаимодейст­
вующие кластеры из четного числа (требование инвариантности отно­

сительно отражения S{ ~ - s; узлов (ер. {4]) 

( 15) 
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если на взаимодействие Vr, ... f2п наложить требования, аналогичные (2), 

J V - f, ... f2п О J 
f, ... f2п - Ri (N) ••• R2n-I (N) ' < f, ... f!n <с< оо, 

lim Ri (N) = оо, 
N--.oo 

lim ~ v,, ) .. f2n = J2n < оо. 
N-+oo ~ 

f, ... f2п-\ 

Модельный гамильтониан в этом случае принимает вид 

k 

но= - µ9& I: s;- I: s; (Е 2п12,1 а2п-1 ). 
f f n=I 

( 16) 

(17) 

а параметр а (средняя намагниченность одного узла) определяется из 

уравнения самосогласования (ер. § 1) (Sj) 0 =а, = а, т. е. 

[ 

µ.5't' + ~ 2nJ 2п а2п-\ ] 
(J = _!.._ th n=I • (18) 

2 0 

Уравнение (18) для различных наборов постоянных {l2n} опре­
деляет термодинамические свойства системы (15) и (16), которые для 
некоторых комбинаций 12п могут иметь довольно необычный характер, 
поэтому изучение системы (15) и (16) представляет определенный ин­
терес. 

В частности, при 12> 0 и l4/l2>l/6 (k= ·2) в системе (15) и (16) 
имеет место фазовый переход первото рода [10], который характери­
зуется скачкообразным изменением (Н =0) самопроизвольной намаг­
ниченности. При 12>0, 14<0и12/ll4I ~1/2 система (15) и (16) соответ­
ствует ферримагнетику, нескомпенсированный момент которого при 
0=0 (Н =0) определяется соотношением а(0=0) = (12/21141)'1•~ 1/2. 
Возможность интерпретации некоторых свойств реальных магнетиков с 
помощью модели ( 15) и ( 16) обсуждается. 

Автор выражает благодарность В. К. Федянину и Я . П. Терлецко­
му за помощь, полезные обсуждения и критические замечания. 
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