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РАСПРОСТРАН ЕНИЯ ВОЛ Н НА ПОВЕРХНОСТИ ЖИДКОСТИ 

Рассмотрен вопрос о связи между затуханием и скоростью распространения 
волн конечной амплитуды на поверхности жидкости. Эта связь не является слу
чайной. В статье показано, что учет не;~инейных эффектов, приводящих к появлению 
амплитудных поправок в выражении ддя скорости волн, приводит также к ампли

тудной зависимости релаксационных процессов поверхностных волн . 

Изучение нелинейных волновых процессов показывает, что скорость 
распространения волны конечной амплитуды зависит от амплитуды 
волны. Это общее явление для любых типов волн, в том числе и для 
волн на поверхности жидкости. 

В зависимости от того как ставится задача, функциональная связь
(!) = ·(!) (k, so) может оказаться различной. Если мы предполагаем сущест
вование потенциальных стационарных волн конечной амплитуды, то· 

зависимость (J)=(J)(K, so) или, что то же самое, С=С(К, so), опреде
ляется результатами, например, работ [1-4]. Отказ от условия ста
ционарности, вообще говоря, приводит к изменению функции ffi = 
=.(!)(К, so). Наиболее общий подход к определению амплитудной зави
симости (!) = 1(1) (К, so) заключается в использовании уравнений Гамиль
тона [5]. 

Для нас в дальнейшем будет существенно только то, что тем или 
иным методом зависимость скорости распространения волны на по

верхности жидкости от амплитуды может быть определена, а в случае 
малых амплитуд ее можно записать в виде 

С= С0 [1 + уе2 (К)]. (1) 

Здесь у - некоторый численный множитель 1, е - параметр, характе
ризующий нелинейность и пропорциональный наклону волны, С0 -

скорость волны в линейном приближении. Для волн на поверхности 
жидкости 

- 1 
1) Для стоксовской гравитационной волны [1] 1у = 2, для капиллярной стацио-

1 
нарной волны f4] у= - 16 и т. д. 
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(2) 

nричем k = _!5_, Кт= (_g_ }1
', g-ускорение силы тяжести, сr-коэффи-

Кm а • 
циент поверхностного натяжения. 

Изучение той или иной модели в электродинамике или акустике 
наказывает, что между поглощением и скоростью распространения 

волны существует определенная связь, причем связь эта не является 

случайной. 
Другими словами, величины, характеризующие волновое поле (будь 

то напряженность электромагнитного поля в электродинамике или 

звуковое давление в акустике), пропорциональны множителю 

ехр iю (k) [-х- - tJ, где Re и (k) характеризует скорость распростра-
и (k) 

1 
нения волны, а f m -- описывает поглощение. Оказывается, между 

и (k) 
1 1 Re-- и Im -- существует общая связь, не зависящая от выбора 

и (k) и (k) 
конкретной модели. Эта связь в электродинамике и акустике изучена 
достаточно хорошо [6, 7]. 

Подобно тому, как это делается в других областях физики, будем 
предполагать, что для волн на поверхности жидкости существует 

ннтегральная связь между скоростью распространения и поглощением 

волны. 
' 1 
Рассмотрим поведение комплексной функции скорости -- = Re Х 

и (k) 

х - 1
- + i lm -

1
- в плоскости комплексного переменного К. Вначале 

и (k) и (k) 
рассмотрим линейный случай, когда 1 

Re-1 - =(ga)-'l•(k + -1 ')-' 1• 
и (k) k ' 

I _1 __ ( 2v ) k 
m и (k) - g'l•a'I• 1 

k+
k 

(3) 

Отсюда следует, что в плоскости комплексного переменного k сущест-
1 

вует для функции -- особые точки (полюса и точки ветвления). 
и (k) 

Используя теорему Коши, можем записать 

_1 _ _ _ 1_ 

5 
_1_ dk1 

и (k) 2ni и (k1) k1 - k 
с 

(4) 

Контур С, по которому ведется интегрирование, выбран таким об

ра зом, чтобы внутри контура не было особенностей функции -
1
-. 

и (k) 

1 Выражения (3) имеют такой вид только в случае не слишком больших k. Для 
1 1 

высоки х частот k"'JJ> 1, функции Re -- и Im _(_)_ имеют более сложный вид. 
и (k) и k 

Для нас это несущественно, так как частота, на которой становится заметным иска
жение зависимости (3), очень велика. 
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l 
При обходе точек ветвления функции R. е -- меняет зна1к, поэто-

и (k) 
му интегралы що берегам разреза равны, а не равны с противополож
ным знаком, ка.к это наблюдается при обходе полюсов . Учитывая это. 
обстоятельство, ~получаем 

Здесь 

l i s Im -и-(k-) = - -2-л: 

с~+с~+с. 

l Im--
u (/li) 

( S ) R.e-1- dfli =О. 
и (k1) ki - k 

с;.с~.с~ 
Вообще говоря, выражение (5) должно удовлетворяться тождест

венно. Чтобы показать, что первое слагаемое справа в соотношении (5) 
1 

в точности равно Im--, нужно вычислить соответствующие интегра-
и (k) 

лы. Вычисление второго слагаемого показывает, что оно обращается в 
нуль. Такое заключение можно сделать также из следующего рассмот
рения. Теорема Коши, а следовательно, и выражение (5), справедливы 
для любых сред, независимо от того, как меняются параметры, харак
теризующие свойства среды. Но изменяя в последнем слагаемом (5) ~ 
например, параметр g, мы видим, что первая часть (5) изменяется, в то. 
время как левая часть остается по величине прежней, т. е. получ;аем 
не тождество, а уравнение. Указанное противоречие и свидетельствует 
о том, что последнее слагаемое (5) обращается в нуль, если использо
вать линейную теорию. 

Если учесть нелинейность, то появление амплитудных поправок 
для скорости должно сказаться на затухании волны. 

В дальнейшем будем для простоты, которая не нарушает общ
ности рассмотрения, предполагать, что k~ 1. Это соответствует случаю 
гравитационных волн. Кроме того, ограничимся случаем маловязких 
жидкостей типа, на1Пример, воды. Тогда из выражений ( 1) и (5) полу
чим 

Im-1- = vK
2 

+ -1-Re{ s ye
2

(k1) dk1 } ( 6)" 
и (k) g л:Ст С0 (k1) k1 - k • 

с,+с~+с. 

Предположим, гчто в точке kd(/mk0 =0) фун.:кщия e2 (k) имеет резкий 
максимум. Распределение, имеющее резкий максимум, может быть 
представлено в виде 

82 (k) = 8~ ехр [- (k1 ;ko)2J. (7). 

При таком распределении параметра нелинейности интеграл в (6) 
в основном будет определяться окрестностью точки ko. Следовательно, 
интегралы по С3, С5 дадут пренебрежимо малый вклад в выражение 
(6), а интеграл :no С 1 можно вычислить методом перевала. 

Пусть k0 ~k, т. е. максимум распределения расположен слева от 
k-состояния. В этом случае имеем 
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(8) 

Если k0 » k, то аналогично получаем 

5 
е2 (k1) dk1 

1 = Re у .= 
С0 (k1) k1 - k 

с, 

(9) 

Подставляя полученные выражения в (6), находим коэффициент 
поглощения волны в k-состоянии с учетом нелинейных эффектов. Здесь. 
существенно то, что в зависимости от местонахождения k-состояния 
относительно максимума распределения параметра нелинейности знак 
дополнительного нелинейного затухания различен. Это приводит к весь
ма важным следствиям. При достаточно большой нелинейности 

(е6 ~ 10-1
) при k<:g;:_ l нелинейный член в поглощении может оказаться 

значительно больше, чем слагаемое, обусловленное вязкостью. Дейст
вительно, 

g 1I11 ,_. 1оз (-е-) k~1. / -+ оо. 
ncmvk2 k0 k2 k->0 

Поэтому при большой нелинейности и достаточно малом k в (6) можно 

опустить первое слагаемое и для времени релаксации (учитывая опре-

деление Im - 1
-) получить следующие выражения: 

и (k) 

_l_ ~ - )- (-
8
-) с~) ffie6, если ko « k, 

't' r n k 0 k0 + ~ Vn ( k:') ffie5, если k0 » k. 
(10) 

Из рассмотрения выражений (10) следует, что при заданных усло
виях спе•ктр со временем перераспределяется, энергия перебрасывается 
в вJЫсокочастотную ~часть опектра. Об этом и свидетельствуют разные 
знаки выражений ( l О). Такое перераспределение, по-видимому, может 
объяснить рез~кое спадание амплитуд равновесного спектра волнения 
при очень низ1ких частотах, которое наблюдается экспериментально. 

Особый интерес представляет случай, когда k0 =k, т. е. максимум 
распределения параметра нелинейности совпадает с k-состоянием. Тогда 
можно записать 

1 = Re 

Здесь 

f = (k1 - k)2 + ln (k1 - k). 
е2 

(11) 

Чтобы вычислить интеграл (11), деформируем контур С1 • Функция f 
имеет резкий максимум в точке k* = k- i )

2
, причем f lk=k* = -+ + 
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+ ln (- i __!_,_), а 821 
1 = ~ » 1. Поэтому деформируя С1 так, что-JI 2 ak2 k=k· 02 

бы он проходил через максимум функции f, как указано на рисунке мож
но записать 

уе~ exp(_!_-ln(- i ~)--2-(k -k*)2) dk = 
Со (k1) 2 Jf 2 82 l l 

{ 
уе2 - yf } 2 ) { уе2 } =Re i 0 Ve - Sdxexp(--x2 = Re i 0 (л:е)'/1 • (12) 

Со (k*) 8 . 82 Со (k*) 

В выражении ( 12) опущен интеграл по L2 , дающий экспоненциально 

малый вклад в это выражение. Учитывая, что для k « 1, со' = V2k 

имеем с01 
(k*) ~ V2 ( k-i :

2 
)'
1' = V2k ( 1-i 

2 
;2k). т. е. 

( 13) 
2 

1 ~= ~ ( ~е )'/• + Coe~k) • 

Подставляя это выражение в (6), находим 

lm _1_ = vk
2 + _:у_ ( л:е ) 

1

1. ( 8 ) е~ 
и (k) g 2л: 2 . k Crnc0 (k) • 

(14) 

~ 

При достаточно большой нелинейности в~~ 10-1 можно ожидать: 

~~102(~)-1 -/ ~00 
1а.11 k k'I• k-*O • 

Поэтому первым слагаемым в (14) при больших нелинейностях можно 
пренебречь . 

При этих условиях время релаксации почти монохроматической 
гравитационной волны опре.деляется из 

frnk, (14) выражением 

+ ~ ( ~ ( 2: )'
1
' (: ))rов~. (15) 

В за•ключение сделаем некото,рые 
замечания, относящиеся к ВЫiражени

ям (15), (10). Пр~и выводе этих выра
жений не делалось никаких предполо

жений относительно характера волно

вого движения. Движение могло быть 
потенциальным, вихревым или турбу
лентным, но обязательно конечной 
амплитуды. Использование наиболее 
общих свойств нелинейной волновой 
системы и позволило получить выра

жение ( 15), которое может представлять определенный интерес для изу
чения динаМ'ики морского волнения. В частности, многочисленные экс
периментальные исследования показали, что затухание мороких волн не 

определяется величиной. 
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1 - = 2vК.2 , ( 16) 

" 
где v - кинематическая молекулярная вя-экость, К. - волновое число. 
Время релаксации т, рассчитанное по этой формуле, оказывается слиш
ком большим · и не соответствует наблюдаемому в природе. Оказалось, 

что если вместо величины v подставить в ( 16) выражение vт = c:tws~. 
где w - частота волнового процесса, so - амплитуда волны, частота 
которой w, а - численный множитель, то время релаксации, рассчитан
ное по такой формуле, вполне удовлетворительно совпадает с наблю
даемым экспериментально. В [8] сделана по.пытка теоретически обос· 
новать такую замену, но все расчеты в данном случае опирались на 

предположение о турбулентном (слоистом) волновом движении и тре· 
бовали привлечения дополнительных, не следующих из уравнений дви
жения пара!метров. 

С учетом этих обстоятельств выражение (15), а также метод, ка
ким оно было получено, может представлять определенный интерес. 

В заключение автор выражает благодарность В. А. Красильникову 
за плодотворные обсуждения: 
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