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ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП В ТЕОРИИ ОДНООСНОГО 
ФЕРРИМАГНЕТИКА 

На основе вариационного принципа Н. Н. Боголюбова вычислена свободна~r 
энергия одноосного двухподрешеточного ферримагнетика, получены выражения для 
намагниченностей под.решеток при конечных температурах. Эти выражения эквива­
лентны по форме соотношениям, к которым приводит использование метода молеку­
лярного поля, однако феноменологические константы молекулярного поля, входящие 
в них, явно выражены через атомные характеристики ферримагнетика, параметры 
обменного взаимодействия и константы анизотропии. Выведены также уравнения, по­
зволяющие анализировать изменения магнитной структуры рассматриваемого ферри­
магнетика во внешнем магнитном поле. 

При исследовании магнитных свойств ферримагнетиков большое 
значение имеет учет влияния на них магнитной кристаллографической, 
а так~е наведенной анизотропии . Основное состояние и зависимость. 
намагниченности от температуры и поля в области низких (близких к 
т = 0°К) температур исследовано для случая двухподрешеточного фер­
рита в (1] с помощью метода, приближенного вторичного кванто­
вания в форме, предложенной Боголюбовым и Тябликовым {2]. Анало­
гичная задача была решена в (3, 4] для двухподрешеточного и в {5J 
для трехподрешеточного ферримагнетика с кубической анизотропией 
одноионного типа. 

Однако для практических применений важно знать физические 
свойства и характеристики ферримагнетиков не только при низких и 
сверхнизких температурах, но и в области температур, промежуточных 
между О0К и точкой Кюри. Именно в этой области температур наблю­
дается магнитная компенсация и связанные с ней особенности магнит­
ных, упругих и магнитоупругих свойств. В этой области возможно также 
измерение предсказанных теоретически [6-8] критических полей пере­
ходов между термодинамически устойчивыми в различных интервалах 
внешнего поля конфигурациями намагниченностей подрешеток, посколь­
ку с повышением температуры указанные критические поля уменьша­

ются {9] и достигают возможных для создания в лабораторных условиях 
значений. 

В настоящей работе для описания поведения намагниченности 
одноосного двухподрешеточного ферримагнетика в зависимости от тем­
пературы и поля в области конечных температур применяется вариаци­
онный принцип для свободной энергии Боголюбова, использовавшийся 
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ранее при рассмотрении намагниченности двухподрешеточного {10, 121 
и трехподрешеточного 0-1] изотропных ферритов. 

Гамильтониан системы и формулировка вариационной задачи 

Рассмотрим монокрист~лл двухподрешеточного одноосного ферри­
магнетика с подрешетками, неэквивалентными как по числу узлов в них 

(N 1=1=N2), так и по величине спиновых (S1=l=S2) и магнитных (µ1=/=µ2) 
моментов. Будем считать, что магнитная анизотропия указанного ферри­
магнетика обусловлена анизотропией обменного взаимодействия между 
ионами внутри подрешеток и между ними. В качестве оси анизотропии 
выберем ось z прямоугольной системы координат, связанной с решет­
кой кристалла; будем полагать, что в плоскости (ху) кристалл изотро­
пен и все направления в этой плоскости равноправны. 

Гамильтониан рассматриваемой системы может быть записан в. 
виде 

~ 1 ~ (i) (i) ~ ~ i ~ (i) (j) - 8~ ) 
Н = - 2 ~ I U1 /2 ) (S ,(i) s ,(i)) - 2 ~ I (f1 , /2 ) (S t(l) ,и> -

2 

1 2 1 2 

('·:t;'·) ('i:h·) 

~ fи> fи> S2 -z ) 1 ~ Л/ (f<i> tи>) S2 S2 
) ~ Л/ ( 1 , 2 ) ( t\o S t~> - 2 ~ 1 , 2 ( t\l) t~i> -

('·f'·) ( ~11/) 
- }: µ; cii.s 1<i> ). 

(f ,i) 

(1)' 

В этом выражении индексы i, j = 1, 2 означают номера магнитных под­

решеток, S t<i> - спиновый оператор иона, f расположенного в узле f i-той_ 
-+ 

подрешетки, µl - магнитные моменты ионов в подрешетках, Н - внешнее 

магнитное поле, / (Й>, ff>), 1 (f\i), tV>) - интегралы изотропного обменного 
взаимодействия ионов внутри подрешеток и между подрешетками, Л/ (f\0 , 

!~\ Л/ ей>. tV>) - анизотропные добавки к интегралам внутри- и меж­
подрешеточного обменного взаимодействий в направлении оси z; при этом 
предполагается, что 

1 (f\1>, tV\ Л/ (t</\ tV>) <О, 

/ ! (f/>, !~1) 1 > / ! Ui1>, f~i)) /, 1 Л/ Ui0 • !~1 ) 1 > 1 Л/ (//>, '2i>) /. (2) 

В отсутствие внешнего магнитного поля векторы средних значений 
спонтанных намагниченностей подрешеток при данной температуре ори­
ентированы вдоль оси z кристалла и в силу соотношений (2) антипа­
раллельны друг другу. Если наложить на кристалл внешнее магнитное 

...+ 

поле Н в произвольном направлении в одной из плоскостей, проходя­
щих через ось z (в силу изотропности кристалла в плоскости (ху) в 
качестве такой плоскости можно выбрать (xz)), то векторы намагничен--ностей подрешеток Mi отклонятся от оси z, причем это отклонение 
произойдет в той же плоскости. Возникнут, таким образом , новые оси 
квантования спиновых моментов магнитных ионов в подрешетках, поло­

жение которых по отношению к оси z определяется углами -ф 1 и '\jJ2 • ..... 
Обозначим углы между направлением внешнего поля Н и новыми 

осями квантования через 81 и 82 (см. рис.); очевидно, что эти углы 
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связаны с '/J1 И ''l\12; поскольку 'l\J'I и 'Фz полnостью определяются велиЧ'Иной 
и направлением внешнего магнитного поля. УглI?I 'l\J 1 и 'l\J2, определяю­
щие равновесное положение векторов намагниченностей подрешеток 

ферримагнетика при данных фиксироваf!ных значен11ях температуры и 
поля, и будут первыми двумя вариационными параметрами рассматри­
ваемой з~.rr;ачи: -

z z' 

х 

_Углы, оr:ределяющие ориентацию вектр,ров н,амагни­
ченностеи подрешеток li внешнего магнитноtо поля 

Jr кристалле 

Для тоr::о чтобы . явно ввести эти углы в выражение г~~мильтониана 
системы, преобразуем с помощью преобразований поворота спиновь1е 
операторы 'подрешеток к новым системам координат (х', ·z') _ и (х", z"), 
выбранным таким образом, что оси z' и z" повернуты соответственно 
I;Ia углы <ф 1 и 'Ф2 по отношению к оси z и совпадают с новыми осями 
1шантования, а х' и х" - перпендикулярны к ним. 

Тогда гамильтониан ( 1) перепишется в виде: 

• 1 
где 

'. ' 

•. 

fiполя = -µ1 L (Н sin 81Sf.' + Н COS 81..Sj') -
(f) 

- µ2 L (Н sin e2s;· + н cos 82&;\ 
(g) 

(3) .. 

(4} 

а Нобм СФ1, 'Ф2) и Наниз ('Ф1, 'Ф2) имеют простой, но громоздкий вид, и по­
этому в явном виде не sыписываю:гся; индексы f и g означают номера 
узлов в подрешетках 1 и 2. , < 

' Поскольку · нас интересуют средние зна'Чения намагниченности рас­
сматриваемого ферримагнетика при заданных значениях температуры и 
поля, нам необходимо вычислить свободную энергию системы, соответ­
ствующую состоянию, в котором намагниченности подрешеток ориенти­

рованы вдоль осей квантования z' и- z". Используя для этой цели вариа­
ционный прИнцип Боголюбова, введем еще два (По числу подрешеток) 
вариационных параметра а1 и а2· и разобьем полученный выше гамиль­
тониан на две части: 

(5) 
где 

fio = - µ1 ~ (Н - al) S{' cos 81 - µ2 L (Н - а2) s;· cos 82, (6) 
" (f) (~) 

. В1 = fi ~Но (а1, ~). 
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Тогда наилучшим приближением для истинной свободной энергии систе­
мы F будет выражение 1[12]: 

. Sp Н гЯо/t; 
F~mшFмoд = F0 -j- 1 ~ 

Sp e-H.ft; 

F 0 = -\t ln Spe-H0/ ~, \} = kвТ, (7) 

минимизация которого проводится по всем введенным выше четырем ва­

риационным параметрам а1, а2 и 'Ф1, 'Ф2 (или эквивалентным им 01 и 02) . 

Вычисление свободной энергии, вариационных параметров 
и намагниченности 

Предположим, что внутри подрешеток спины параллельны друг 
другу и соответствующие спиновым операторам классические векторы не 

зависят от индекса узла. Тогда можно ввести суммы по решетке: 

/11 = Е 1 U1, f2), 122 = Е1 (g1, g2), 112 = Е 1 (f, g); 
(f .> (g , ) (g) 

121 =, ~1и, g), ЛI11= Еыи1, f2), ЛI22 = Ел1(g1, g2), 
(f) (f ,) (g,) 

Л112 = ЕЛ/ (f, g), Л/21 = ЕЛ/ (f, g), (8) 
(g) (f) 

N/12 = N2I21 и NlЛ/12 = N2Лf21· 

Так как часть гамильтониана Н0 представляет собой сумму гамильто­
нианов для каждого отдельного узла, Sp e-Я.tf> вычисляется просто [12]. 

При вычислении Sp FI1~0/f> в силу сделанного выше выбора Н0 от­
личный от нуля вклад в указанную сумму дадут только те элементы, 

которые в качестве множителей перед e-Я.tf> содержа-~: члены ff1' линей­
ные или квадратичные по S(, и s;". Несложные, но громоздкие вычисле­
ния приводят тогда к следующему выражению для модельной свободной 
энергии рассматриваемого нами ферримагнетика: 

1 - 2 • 1 -2• - 2 " 
- -Ni22 (S2 )2 - - (N1112 + N2/21) cos ('Ф2 -'Ф1) S1 S2 -

2 2 

- -
1 N1Л111 cos2 'Ф1 (S~')2 - -

1
- N2Л/2 2 соь2 'Ф2 (S~" ) 2 -

2 2 

где 

s~ ' = 20'1 -/- l cth ( 20'1 + 1 х)--1 cth ( - х " )• 
2 2 2 \ 2 

61 / 2 ВМУ, № 5, физика, астрономия 

(9) 

(10) 
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s~·= 20'2+1cth(20'2+1 y)-_]_cth(_Jf__) 
2 2 2 2 • 

1 1 
х = ~ µ1 (Н - а.1) cos 01 , у = ~ µ2 (Н - а.2) cos 02 , ( 11) 

а а; - максимальные значе11ия спиновых моментов ионов в подрешетках. 

Определим вариационные параметры 1а1 и а2, минимизируя F~юд по 
этим параметрам. Из условий 

получаем 

дF мод = 0 и i = 1, 2 
даi 

(12) 

- a.iµ 1 cos ei = I ii (Щi) + Ii1 cos ('ф1 - 'Фi) (Sj1) + 
+ Лlн cos2 'Фi (Щi) + Лlli cos 'Фt cos -ф1 (Sji), ( 13) 

где z1 =z', z2=z". 
Учитывая эквивалентность ионов, занимающих 

подрешеток, введем определение намагниченностей 

данной температуре Mi и при Т=0°К Mio: 

узлы каждой из 
подрешеток при 

Mt = Niµt (Щi), Mto = Niµiai, i = 1, 2, (14) 

Тогда, учитывая выражения (l О) для Sfi и ( 11) для х и у с подстав­
ленными в них выражениями а1 и а2 (13), запишем формулы для на­
магниченностей подрешеток, ориентированных при данном фиксирован­
ном поле Н соответственно в направлениях z' и z" под углами '\j) 1 и '1jJ 2 
относительно оси анизотропии кристалла: 

где 

а 

Mt = M; 0Bi (wJ, (15) 

2 

wl = - µ;Нсоs ei + ' ·_J_ м . cos (-ф . -•h.) + 1 [ ~ 11· 
\Jo ~ µ. N. ' ' 'У• 

j=l 1 J 

2 

}: 
Л/·· + --11

- М1 cos 'Ф1 cos -ф1 , 
µ.N· 

j=l J 1 

i,j=l,2, ...• 

. W · - С W · - С - W · в ( ) - 20'i + 1 th ( 20'j + 1 ) _1_ th ( 1 ) 
' 

1 
20'1 2 ' 21>1 2 ' 

( 16) 

(17) 

функция Бриллюэна. 
Полученные для намагниченностей подрешеток уравнения (16) 

эквивалентны соответствующим уравнениям теории молекулярного поля . 

Однако в них в отличие от феноменологических выражений константы 
молекулярного поля явно выражены через атомные характеристики кри­

сталла (µ i, CJi , Ni), параметры внутри- и межподрешеточного обменного 
взаимодействия (Iн , Ii1) и константы анизотропим Лlii · Параметры об­
менного вза'имодействия являются постоянными, не зависящими от тем. 
пературы и поля, константы же анизотропии неявно зависят от указан­

ных переменных, и это обстоятельство необходимо учитывать uри сраа­
нении теории с экспериментальными данными. 
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Как следует из (15) и (16), величина намагниченностей подрешеток 
ферримагнетика определяется как температурой, так и внеш1-1им маг­
нитным полем, наложенным на кристалл. Ориентация же намагничен­
ностей подрешеток по отношению к кристаллографическим осям при 
заданных параметрах µi, Ni, l ij, Лlij зависит только от величины и 
направления внешнего поля. Равновесные значения углов \JJ1 и \JJ2 (или 
эквивалентных им 01 и 02) можно найти путем минимизации свободной 
энергии ( 10) по этим углам с учетом связи, существующей между \JJ i и 
'8i. Не решая указанную задачу в общем виде, рассмотрим два частных 
<::лучая. 

1. Внешнее поле направлено вдоль оси анизотропии 1<ристалла: 

Н \\ Oz, ср1 = 'Ф1, 'Фz = 02 • 

Тогда, заменяя 'Фi в ( 1 О) их значениями ( 18), из условия 

дfмод = О (i = 1 2) 
aei ' ' 

nолучаем следующую систему уравне1-1и~: 

где 

MiH sin 0i - Л.МiМ; sin (01 - 0J + xiiM~ sin 0i cos 0i + 
+ xiiMiM; sin 0i cos 0i = О, i, j = 1, 2, 

Лlij 
xii = ---, 

Njµi/.1.i 

<:i Mi определяются выражениями (15). 
Система уравнений (20) имеет три возможных решения: 

01 = О, 02 = л:, 

( 18) 

(19) 

(20) 

(21) 

01 = . 81 (Н), 82 = 02 (Н), (22) 

4 4 

соответствующих антипараллельному расположению М ! и М2 вдоль оси 
z в слабых полях, переходной, наведенной полем, неколлинеарной струк­
туре и полному насыщению, достигаемому в сильных полях. Из уравне­
ний (20) следует также, что неколлинеарная магнитная структура может 
в принципе существовать и в отсутствие магнитного поля, однако при 

этом должны выполняться вполне определенные соотношения между 

параметрами обменного взаимодействия и константами анизотропии . 
2. Вllешнее поле направлено перпендикулярно оси анизотропии 

(23) 

В этом случае из условий (19) получается такая система уравнений: 

мд sin ei + лмiмj sin (8i + 0;) - Xi;MZ sin 0i х 

х cos 8i + xiiмiмi sin 01 cosi = о, ij = 1, 2, (24) 

которая также иыеет три решения вида (22). Однако первое из этих 
решений описывает состояние, реализующееся не в слабых полях, а, как 
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показано в (1}, в поле, равном полю анизотропии, когда намагниченно­
сти подрешеток, практически сохраняя антипараллельность за счет силь­

ного отрицательного межподрешеточного обменного взаимодействия. 
вытягиваются под действием поля вдоль его направления (ось Ох). Да­
лее с возрастанием напряженности поля возникает наведенная полем 

неколлинеарная структура, определяемая вторым решением, и, нако­

нец, в сильных полях наступает полное насыщение вдоль оси. 

К сожалению, строгое аналитическое решение систем уравнений 
(20) и (24) невозможно, и это существенно затрудняет анализ харак­
тера магнитных фазовых переходов от коллинеарных структур к некол­
линеарным. Однако возможны приближенные и численные решения, ре­
альность которых может быть установлена путем сравнения с надежны­
ми экспериментальными данными. 

Автор признателен Р. 3. Левитину за полезное обсуждение вопро­
сов, затронутых в настоящей работе. 
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