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\ 
Во втором порядке по псевдопотенциалу построена термодинамика равновесного 

кристалла в приближении мультипликативной бинарной функции распределения в 
методе цепочки уравнений Боголюбова. Исследованы термические свойства Na и К:. 
Проведено сравнение с экспериментом. 

Для вычисления электронных и атомных свойств металлов эффек­
тивным я,вляется метод псевдопотенциалов {l ]. При использовании этого 
метода или методов, близких к нему, в ряде работ (например, {1-4]) 
исследуют·ся атомные свойства простых металлов при статическом рас­
положении ионов в узлах решетки. 

В данной работе рассматривается температурная зависимость неко­
торых термодинамических свойств щелочных металлов на примере Na 
и к. 

Энергия связи 

..... ..... -> 

Энергию металла И (r 1, ••• , rN), как функцию координат r j ионов, 
представим в виде 

где Ие - энергия электронов проводимости, И; - энергия прямого взаи­
модействия ионов, Иiе - энергия электрон-ионных взаимодействий. 

Для Ие принимаем обычное в теории металлов выражение (с кор­
реляционной энергией по Пайнсу и Нозьеру [5]): 

[ ( 
аБ )2 аБ Гs ] Ие= Ее=Z 2,21 - -0,9 16--0, 1 15 + 0,0Зlln-a- рuдб/атом, 
~ ~ Б 

rде z-валентность, ав -радиус Бора , rs= (3v/4nz)'f, , v-удельный 
<>бъем (здесь и далее через Е обозначаем энергию, вычисленную при 
фиксированных расположениях ионов в узлах решетки) . 
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· Энергия Ui = Uil + Ui2, где Uil - энергия взаимодействия ионов 
как точечных зарядов в нейтрализующем фоне электронов {6], Ui2 соот­
ветствует отталкиванию обменного типа. Согласно {7] 

-+ -+ 

Ui2 = + Ь 2.:ехр (- /rj~ri 1 
). 

i=l=-1 

Ь и р - постоянные, для Na и К p=0,339· I0- 8 см. Электрон-ионные 
взаимодействия описываем модифицированными mсевдопотенциаламн 
Харрисона {1], Фурье-обра з которого есть 

) 1 [ 4л;zе2 ~ ] 
w(q =-; --q2- + (l +q2a2)2 • 

~ и а- постоянные. Ограничиваясь вторым порядко:-.1 по w (q), 
Иiе = u<1

> + и<2>, 

и< 1 > = Е< 1 > = z 1;· и<2> = ~, 1 s ({j} 1
2 · F (q) 

~ 

о 

(1) 

имеем 

(2) 

(штрих у знака суммы означает, что q=/=-0). Здесь S (q) = ~1 Е гiq;' _ 
j 

структурный фактор, F (q) - характеристическая функция, которую 
(.при учете экрани·рован.ия в приближении хаотических фаз с .поправкой 
на обменные эффекты по Хаббарду, см. [3]) можно выразить через харт­
риевскую диэлектрическую проницаемость е (q): 

F (q) = _ _!!![____ 1w(q) 12 [е (q)- 1] 
Вле ~ l + [E(q)-1](1-h(q)]' 

функция h (q) дает поправку на обменные эффекты и, согласно [2, 3], 
может быть принята равной 

h (q) = q2 • ~ = С -21 + о.0262 :sв )-1. 
2 (q2 + ~k~) 

где kF - фермиевское волновое число. 
Для идеальных кристаллических структур при .статическом распо-

-+ -+ 
ложении ионов фактор S (q) отличен от нуля лишь :в узлах Q3 обратной 
решетки, причем если на элементарную ячейку приходится один узел, то 

-+ --+ 
S ( Qi) = l при любом Q3. В дальнейшем, рассматривая гексагональные 
плотноупакованные структуры с различным отношением с/а, элемен­
тарную ячейку выбираем с двумя атомами. Тогда обратная решетка 
гексагональной плотноупакованной структуры будет также (с/а), но 

-+ 
IS(Q3) 12 =0, l, 1/4, 3/ 4 [l]. 

Е·1 = - _1_ а z2e2 ( 4л )''• 
~ 2 v' f , 3 ' 

где а-mостоянная Маделунга. При вычислении Ei2 учитываем первых 
и вторых соседей. Для энергии зонной структуры имеем 

00 

Е<2> = ~' 1S(Qi)12 F (Qi) + v: s F (q) 4nq2dq, 
j<,m qs 
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где v* - объем на один узел в q-пространстве; величина q8 определяется 
из соотношения 

+ ntfs = v• (~' 1 S (~) !2 + 1). (3) 

j<,m 

Непосредственное суммирование проводилось до 2: 1S1 2 = 250-260. 

Определение параметров потенциалов 

Найдем постоянные ~. cr, Ь. В щелочных металлах компоненты Ei2 

и Е<2> дают сравнительно малый вклад в равновесные термодинамиче­
ские свойства, поэтому наиболее важной величиной является параметр 
~. который определяет ход псевдопотенциала при малых волновых век-

-. 
торах q. Этот параметр выбираем так, чтобы энергия E(l>; вычисленная 
по (2), совпадала со значением, вычисJ1енным при использовании нело­
кального модельного rпотенциала Хейне-Абаренкова, который считает-

-+ 
ся одним из самых надежных именно при малых q. Схема подобного 
расчета дана в [3]. 

Величины cr и Ь находим по экспериментальным данным удельного 
объема Vo и модуля сжатия В0 при Т=О и Р=О: 

(дЕ/дv)u=и. =О, (д2Е{дv2)и=и. = B0v0 1
• (4) 

Причем в качестве Vo и Во берем значения, полученные экстраполяцией 
высокотемпературных данных 1[8] для N а и 1[9] для К, тем самым кос­
венно учитывая давление, обусловленное нулевыми колебаниями ионов. 
При вычислении cr и Ь принималось, что для Na с/а= 1,633 вместо 1,634, 
наблюдаемого экспериментально {10, 11]. Это различие в данном случае 
несущественно. Вычисленные значения параметров потенциалов, а так­
же v0 и В0 даны в табл. 1. 

Таблица 

Параметры потенциалов и использованные в (4) значения v 0 и В0 

fl, 
ридб а, а . е. Ь, ридб Uo, С,1' 3/ .МОЛЬ 8 0 , кбар 

(а . е . )' 

Na 41,2 0,463 3,62 22,35 74,28 
к 68,2 0,644 159 42,85 38,26 

Свободная энергия и термические свойства 

Термодинамику кристалла строим в рамках статистического подхо­
да {12], основанного на методе функций распределения Боголюбова [13] 
в приближении мультипликативной бинарной функции. Имея в виду 
вычисление лишь равновесных свойств, легко распространить метод [12] 
на металличес1ше кристаллы. 

Косвенное взаимодействие ионов во втором порядке по w (q) мож­
но свести к парному межионному взаимодействию, см. {l]. Тогда 

(5) 
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... -+ 
где Ф (r j-r1) - меж ионный mотенциал, равный сумме электростатиче-
ского, обменного и косвенного потенциалов; С (v) является функцией 
удельного объема, но не зависит от .координат ионов. При подстанов­
ке (5) в раапределение Гиббса с целью получения уравнений для функ­
ций распределения {13] величину С (v) можем отнести ~В постоянную 
нормировки, так что уравнение для одночастичной функции останется 
таким же, как для кристаллов с энергией, равной лишь сумме парных 
потенциалов. Таким образом, температурную часть свободной энергии 
берем из [12]. Ограничиваясь квазигармоническим приближением и учи­
тывая статическую энергию Е, получаем свободную энергию f (на атом) 
в виде 

t = ~ е lп л + Е - 30 In е, 
2 

где Л для кубических кристаллов определяется как 

3 

1 ~..., ( д2 ~ -> ... . ) Л = - --2- Ф (r-a 1) , 
З дга --> 

=1 l'FO r=O 

(6) 

(7) 

а1 - координата l-того узла, причем ао =О. Для: ГПУ структуры ·вместо 
одной величины Л следовало бы ввести Лх=Лv==!=Лz. Однако мы будем 
пользоваться (7), что упростит вычисления, практически не изменяя ко­
нечные результаты . 

Вклад отталкивания обменного типа в величину Л находится 
просто: 

Лi2 = -1 Ь ~(...!_- - 1
-) e-aj/P. 

3 Jt..J р2 а·р 
N=O 

1 

Очевидно, Лi1 =0. Косвенное взаимодействие ионов, определяемое 
-> ... 

U<2J(r1, ... , rN), дает 

л.<2> = - ~ ~ QJF (Qj) 1S(Qi)12 + _2_ ~ qzp (q). 
З ~ ЗN Jt..J 

... -> 

Суммирование по Qj (Q=O учитывается) mроводим с той же точно-... 
стью, как при вычислении E<2J. Переходя от суммы по q к интегралу и 

-> 
учитывая континуальную поправку к сумме по Qj, получаем 

qs 

л<2J=_ 2 ~Q2F(Q ·) I S(Q ... ·)l2 + 8л:v s 4F( )d 
3 f_J 1 / J 3 (2л:)З q q q, 

i<m О 
-+ 

Qт и qs связ аны соотношением (3). В (6) следует подставлять 
Л=Лi2+Л<2J. 

Зависимость Е и Л от v учитываем полным образом, т. е. расчет 
проводим в квазигармоническом приближении, которое, согласно {14], 
является вполне надежным при вычислении именно термических свойств. 

С другой стороны, нас интересуют равновесные свойства кристалла, 
поэтому учет коллективных 1<0лебаний не является необходимым {12]. 
Это позволяет избежать весьма громоздких вычислений по учету спек­
тр а собственных частот (зависящих от температуры и давления). К то-
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му же, хотя в приближении (6) спектр не учитывается явным образом, 
(все опосредственно через Л) спектр колебаний отображен в свободной 
энергии (6). Действительно, нетрудно установить соотношение между 
собственными частотами wv (v = 1, 2, ... , ЗN) и величиной 'А: 

~ = (ЗN)- 1 ~ w~ (т- масса иона). Обозначая через < ... > усреднение 
" по борновскому спектру, получаем Л=m<w2> и, следовательно, сво-

бодная энергия (6) !Превращается в свободную энергию теории Борна 
(при высоких температурах), если произвести замену <lп ffi 2>-+ 
-+ln<1w2>. Такое приближение оправдано для вычисления термических 
равновесных свойств . 

Зависимость объема от температуры Т и давления Р определяется 
термическим уравнением состояния 

(8) 

Изотермический модуль сжатия В находим по формуле 

B = v --( 
д2f ) 
дv2 т' 

в которой v = v (Т, Р) определяется уравнением (8). 
Результаты вычислений в сравнении с экспериментальными данны­

ми представлены графически на рис. 1-3. Для калия теоретические 

J 
V, см /ноn6 

45,6 

45,2 

44.8 к 

44/1 

44.0 

100 200 

Рис. 1. Уравнение состоян11я 
V (Т) кристаллов натрия и калия 
при нормальном давлении. Экспе-

риментальные точки из [8, 9] 

результаты как для изобары Р=О, так 
и для изотремы Т.=298° К практически 
совпадают с экспериментом. В случае 
натрия выЧ'исленный объем оказался 
заниженным на 1,2 % . На рис. 3 изо­
бражена зависимость изотермического 
модуля сжатия от температуры при 

нормальном давлении . Расхождение 
с экспериментальными данными со­

ставляет 0,5% для ' 1 а и 2 % для К. 

Относительная устойчивость 

Задачу ставим следующим обра­
зом. Постулируем несколько структур: 

три ГПУ с различным отношением с/а 
(1,633, 1,600, 1,700) и три кубических 
(ОЦК, ГЦК, ПК) , которые наиболее 
вероятны для исследуемых металлов, 

и, сравнивая свободные энергии 
f(v(T),Т), выявляем степень относи­
тельной устойчивости этих структур 
при заданной температуре Т (и нуле­
вом давлении). 

При Т=О и Р=О относительная 
устойчивость простых металлов рассматривалась ранее в {1, 4] при ис­
пользовании псевдопотенциалов, отличных от ( 1). Для некоторых ме­
таллов теория дает правильный результат, хотя имеются случ·аи явного 

несоответствия. 

Важно отметить, что 'При исследовании устойчивости в [1, 4] удель­
ный объем сравниваемых структур считался одинаковым и равным на-
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блюдаемому на опыте. Такой подход заметно упрощает вычисления, 
но вносит неконтролируемую ошибку в конечные результаты, поскольку 
для каждой структуры (используя соответствующее уравнение состоя­
ния Р=-(дf/дv)т) следует находить свой равновесный объем, что бу­
дет являться термодинамически 111оследовательным и позволит рассмат­

ривать полиморфные превращения, сопровождающиеся обычно замет­
ным изменением объема. 

Таблица 2 

х оцк гцк ГПУ (1,60) ГПУ (1,70) пк 

Ли (О) + 0.4 +0.1 -0,1 -0,2 - 14,0 
Лf (0) -0,65 -0,35 -0,30 -1,09 - 7,4 
Лf (250) +о, 84 -0,21 -0,62 -0,43 -81,0 

Разность · объемов (Ли= и - их. 10-1 см8/ моль) и свободных "нергий 
(Лf = f-f х• 10-4 ридб/атом) вероятных структур Na при Т=О и Т=250°К. 
(и и f соответствуют ГПУ ндеальной; и (0)= 22,35 смЗ/моль; f (0)=-0,469576, 
f (250)=-0 ,471591 ридб/атом). 

Подробное обсуждение проведем для натрия, который существует 
в двух модификациях: гексагональные плотноупакованные структуры 
(1,634) при низких тем.пературах и ОЦК - при высоких. Тем,пература 
полиморфного превращения лежит в области 30+50°К (11] (переход 
чувствит.елен к изменению внешних условий, и rпоэтому на практике 
наблюдается гистерезис). Результаты наших вычислений удельных объ­
емов при Т=О и свободных энергий при Т=О и Т=250°К для шести 
возможных структур содержатся в табл. 2. Для удобст,ва 'В этой таблице 
приведены разности соответствующих величин при замене гексагональ­

ной плотноу~пакованной структуры идеальной структурой на каждую из 
пяти других. 

Из табл. 2 видно, что при Т =О свободная энергия имеет наимень­
шее численное значение для гексагональной плотной структуры ( 1,633), 
которая пра.ктически совпадает с наблюдаемой на опыте ( 1,634). Все 
другие решетки являются метастабильными. Из них энергетически наи­
более близкими к гексагональной плотной структуре ( 1,633) оказались 
структуры ( 1,60) и ГЦК, например 1Лf1 для этих структур [Iри Т =О в 
два раза меньше \Лf 1 для ОЦК. Тем не менее при Т=250°К, как видно 
из табл. 2, наиболее устойчивой является именно ОЦК структура. При­
чем, сравнивая Лf для различных структур, за.ключаем, что при высо­
ких температурах ОЦК остается ,вне конкуренции по своей стабильно­
сти, т. е. переходы оцк~гцк или оцк~гпУ (с/а) при тепловом рас­
ширении термодинамически невозможны. 

Температура превращения ГПУ ( 1,633) :+±ОЦК, вычисленная с по­
мощью линейной интерполяции данных табл. 2, равна 110°К. Более 
точное табулирование свободных энергий незначительно изменяет этот 
результат. 

Вычисления дают, что разность статических энергий ЛЕ=ЕгпУ -
- Е оцк, так же как и разность объемов, ~почти не изменяется при тепло­
вом расширении кристалла. Найденная из анализа экспериментальных 
данных те.плота перехода Qtr ·В Na составляет 0,15- lс-з эв/атом = 
=O,ll·I0-4 ридб/атом {11]. В нашем случае Qtr=ЛE""0,65·10-4 ридб/ 
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/атом, что только по порядку величины согласуется с эксперименталь­
ным значением, но значительно ближе к нему, чем ЛЕ = 3,9. 1 о-4 ридб/ 
/атом, вычисленная в (1]. 

J 
V, см/мо/76 

44 

42 

N} 

38 

Jб к 

24 

Рис. 2. Уравнение состояния 
V(P) Na и К при Т=298°К. 
Обозначения те же, что на рис. 1 

28 
~ю"""'о __ _ 200 зоо-г'к 

Рис . 3. Температурная зависи­
мость изотермического модуля 

сжатия Na и К при нормальном 
давлении. Обозначения те же, что 

на рис. 1 

Представление о влиянии различных составляющих энергии на знак 
относительной устойчивости гексагональной плотной упаковки ( 1,633) 
и ОЦК при Т=О можно получить из следующих результатов : 

ЛЕе = -0,75, ЛЕ< 1 > = -2,63, ЛЕ<2> = -0,62, 

ЛЕа = + 3,50, ЛЕi2 = -0,15 (в l0-4 ридб/атом). 

Отсюда видно, что только электростатическое взаимодействие спо­
собствует устойчивести ОЦК относительно гексагональной плотной упа­
ковки ( аоцк > еtгпу , Vоцк < Vгпу ) , остальные компоненты энергии, и 
в особенности E(IJ, действуют в обратном направлении. 

Аналогичные исследования относительной устойчивости были про­
ведены также для кристалла К. Как и в случае Na, конкурирующими 
структурами являются ГПУ (1,633) и ОЦК. При нулевой температуре 
наиболее устойчивой оказалась ГПУ, которая при Т= 18О0К переходит 
в ОЦК. Таким образом, для К теоретический результат соответствует 
эксперименту только при высоких температурах. Однако увеличение 
параметра ~ на несколько процентов (при соответствующем переопреде­
лении а и Ь) приводит к наибольшей устойчивости ОЦК структуры, 
причем с ростом температуры метастабильность других структур увели­
чивается. 

Автор выражает благодарность проф. И. П. Базарову за руковод­
ство работой. 
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