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КОНЕЧНОЙ ТОЛЩИНЫ 

Доказано, что решетка вихревых нитей, образованная в сверхпроводящей (вто­
рого рода) пластинке конечной толщины, почти не деформируется. Вычислены термо­
динамический потенциал Гиббса; максимальное и минимальное значения внешнего 
магнитного поля, П1ри которых смешанное состояние с данным значением индукции 

еще может существовать; максимальный критический ток и усредненное микроскопи­
ческое поле (т. е. индукция) . 

Введение 

В работе [1] была рассмотрена структур а смешанного состояния 
вблизи границы полубесконечного сверхпроводника второго рода . Было 
показано, что при определенном расположении относительно границы 

решетка вихревых нитей почти не деформируется. Были определены 
также максимальное H max (В ) и минимальное Hm1n (В) значения внеш­
него поля, при которых смешанное состояние с данным значением 

индукции еще может существовать. 

В настоящей статье рассмотрен более реальный случай: смешанное 
состояние в пластинке конечной толщины, помещенной во внешнее 
магнитное поле Нс, параллельно ее поверхности (Нс1<< Не~Нс2) . Обос­
новано предположение о том, что решетка вихревых нитей вблизи по­
верхностей пленки не деформируется . В [1], например, строгого доказа­
тельства этого положения дано не было . В данной статье определяются 
абсолютные границы устойчивости смешанного состояния . Кроме того , 
показано, что Hmin(B) и Hmax(B) (см. j[2]) для вихревой решетки в пла­
стинке совпадают с соответствующими величинами для случая полубес­
конечного образца . . Вычислены также термодинамический потенциал 
Гиббса G, равновесное значение усредненного магнитного поля и мак­
симальный критический ток. Эти результаты отличаются от полученных 
ранее в [1 и З] . Авторы этих работ недостаточно последовательно учи­
тывали эффекты , обусловленные взаимодействием вихревых нитей с 
границами образца. 
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Локальное равновесие 

Выведем и решим уравнения локального равновесия для системы 
вихревых нитей в пластинке. Предположим, что пластинка из идеаль­
ного сверхпроводника второго рода с -х~ 1, толщина которой 
,d~~=Л/-х (-х - параметр теории Гинзбурга - Ландау, Л - глубина 
проникновения слабого магнитного поля) при Нст<<Не~Нс2, помещена 
во внешнее магнитное поле Не, параллельное поверхности. (Будем поль­
зоваться системой координат, ось z которой направлена вдоль Не, а 
боковые поверхности пластинки есть плоскости х=О и x=d.) Нити 
располагаются параллельно границам образца достаточно длинными и 
прямыми линиями. Каждая нить описывается двумя индексами т и п, 
где т - номер слоя= 1, 2, ... М (М - число слоев), п - номер 
ряда=О, +1, +2, .... В дальнейшем будем считать, что число слоев 
М~ 1. Случай, когда в пластинке образовалась одна нить, был рас­
смотрен ранее в 1[4 и 5]. Расстояние каждого слоя X=Xm отсчитывается 
от границы пластинки х=О. Тогда расстояние последнего слоя от той 

же границы есть хм или х; от границы x=d. Так что толщина пла­
стинки 

d=хм+х;. (1) 

В слоях x=Xm для любого т расстояние между соседними нитями 
одинаково, т. е . у-компонент центра нити (m, n) есть 

· Утп = ( n + Т )а, (2) 

где а - постоянная. Вдалеке от границ расстояния между соседними 
слоями также должны быть одинаковыми, т. е. 

Хт - Хт-1 = Ь, 1 « т « М, (3) 

где Ь - постоянная. Согласно работе [2] существует расположение 
вихревых нитей относительно границы, при котором деформация решет­

ки минимальна. При этом Ь=а VЗ/2 и равенствами (2) и (3) опреде­
ляется треугольная решетка с периодом, равным а. В {2} было также 
показано, что этому случаю соответствует наименьшая поверхностная 

энергия. Поэтому следует ожидать, что именно такое расположение 
вихревых нитей относительно границы должно осуществляться в пла­
стинке конечной толщины. Будем использовать обозначение: 

В = r.p0/ab, (4) 

где r.po=hc/2e - квант потока. Следует, однако, подчеркнуть, что в пла­
стинке конечной толщины величина В, строго говоря, отличается от 
индукции (см . ниже). 

При равновесии в центре каждой нити имеют место следующие 
условия [2]: 

дh/ду =О, дh/дх = О. (5) 

Здесь h=h, - напряженность магнитного поля внутри сверхпроводни­
ка. Производные от магнитного поля должны вычисляться при фикси­
рованных положениях всех нитей. 
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Для сверхпроводников с х.~ 1 вихревое состояние в области полей 
Не<<Нс. описывается с помощью модифицированного ур~внения 

Ф. и Г. Лондонов, 

h-Л2 Лh = <р0 L~б(х- хт)б(у-Утп)· (6) 
т,п 

Граничные условия при х=О и x=d для решения уравнения (6) мож­
но написать в виде: 

h (О)= Н1 , h (d) = Н2 , (7) 

где Н 1 и Н2 - значения магнитного поля на боковых поверхностях 
пластинки. (В дальнейшем все величины, имеющие размерность длины, 
будут выражаться в единицах Л; причем d/Л=б, Ь/'Л=~, а/'Л=а, а ве­
личина х/'Л будет по-прежнему обозначаться через х.) 

Решение уравнения (6) можно представить как сумму 

h (х, у) = hL (х) + hv (х, у), (8) 

где 

hL (х) = (Н1 sh (б- х) + Н2 sh x)/sh б, 

hv (х, у) есть решение уравнения (6) с условиями 

hv(O) = hv(d) =О. 

(9) 

Оно представляет собой поле, создаваемое всеми вихревыми нитями и 
их изображениями в точке (х, у), т. е. 

м 

hv (х, у)= L hvm (х, у), (10) 
m=l 

где 

+оо 

ер ~.., hvm (х, у) = _о_ 
2лЛ.2 

n,s=-oo 

( 11) 

(Ко (r) - модифицированная функция Бесселя нулевого порядка.) 
Используя (8), нетрудно убедиться, что первая группа условий рав­

новесия в (5) выполняется при любых значениях Хт, благодаря вы­
бранному (2) регулярному расположению вихревых нитей во всех плос­
костях Х=Хт. 

Прежде чем перейти к анализу второй группы условий равновесия 
(5), сделаем ряд замечаний, касающихся структуры выражения (11). 

Обозначим 

hvm (х, у)= h0m (х, у) + h1m (х, у), (1 la) 
где 

+оо 

hom (х, У)= 2:~2 ~ Ко ([ (х - Хт)2 +(у - Утп)2]' 1•), 
n=-oo 

а h1m=hvт-hom. Величина hот есть магнитное поле линейной цепочки 
параллельных друг другу вихревых нитей в безграничном сверхпровод­
нике. С помощью метода суммирования, аналогичного использованному 
в (3], находим 
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h0m(x,y)=-(~)lп[l-, 2(-J)m cos 2лу exp(-2л:lx-xm \/a) + 
4лЛ- а 

+ ехр (- 4л: 1 х- :хт l!a) J + ( 2:~2 ) ехр (- 1х -хт 1) ; (1 lб) 

при х-+хт, y-+Ymn это выражение неограниченно возрастает, что свя­

зано с неприменимостью уравнения (6) на расстояниях s=Л/х от оси 
вихревой нити. Эта расходимость может быть устранена так же, как 
это делается в случае уединенной вихревой нити (см. [1, 6]). А именно, 
полагаем 

= ~ + ~ ln (а/2л:х). 
2аЛ2 2лЛ2 

( 1 lв) 

Ток, обтекающий уединенную вихревую нить, обращается 
центре. Чтобы учесть это, достаточно положить 

в нуль в ее 

llim ~ = lim (1/2) [( дhvm ) + ( 
Х->Хт дх В->0 дх Х=Хт-е 
У->Утп У=Утп 

Эти правила всегда будут в случае необходимости использоваться в 
дальнейшем . 

Выражение ( 11) содержит сумму по s величин типа ( 11 б). Сумма 
экспоненциальных факторов вычисляется точно, а при суммировании 
логарифмических членов следует учесть, что б/а ~ М '::$> 1. В результате 
получаем: 

где 

h(O) _ f (r:р0/аЛ2) (shxsh(б-xm)/shб); О<х<хт 

vт-1. (r:ро/аЛ2) (sh(б-x) shxm/shб), хт <х<б 

2лу 
1 -2 (- l)mcos --ехр (-2л 1х+хт1/а) + 

h<1> - ~ln а 
vm - 4лЛ2 2лу . 

1 -2 (- l)m cos-- ехр (-2л 1х-хт1/а) + 
а -

+ ехр (- 4л 1х+Хт1/а) 

+ ехр (-4л 1х-хт1/а) 

(12) 

Выражение для h~~ выписано для случая, когда Хт"' Х1. Если Хт"' б, 
следует сделать замену lxm+x \-+\xm+x-26\. 

При x-+xm, y-+Ymn из (12) (с учетом (1 lв)) находим 

hvm (хт, Утп) = (r:р0/аЛ2) (shxmsh (б-xm}/sh б) + 
+ (r:р0/2л:Л2} ln (а [1- ехр (- 4л:хm.'а)]/2л:х) (13) 

(если Xm-+6 следует заменить Xm-+б-xm). 
Вводя среднее магнитное поле Но и магнитное поле транспортного 

тока J таким образом, что 

(14) 
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и используя соотношения (10)-(12), вторую группу условий равнове­
• ·ия в (5) можно представить в виде 

µ-\ 

___то_ r \1 sh (б + Хт -Хµ)-
2аЛ.2 L .i.J 

m=l 

м 

м 

L sh (б-хm + Xµ)­

m=µ+1 

- ~ sh (б- хт - хµ) J ''= Н0 sh (б/2) sh (f -хµ) + 
m=l 

+ J ch _i_ ch ( ~ - хµ \ µ = 1, 2" " М. 
2 2 / 

( 15) 

При выводе этой системы уравнений были опущены слагаемые порядка 

ехр [-2л: lxµ ± xml /а] ~ехр [- л: 1 µ+т1 VЗJ, 

т. е. при вычислении производных полагалось hит = h~~. 

Покажем, что точное решение системы уравнений (15) есть 
Хµ=х1 +~(µ-1), µ = 1,2, ... ,М, (16) 

где ~ и х1 определяются уравнениями (21)-(23). 
Для этого заметим, что если к уравнению ( 15) прибавить (или 

вычесть) такое же уравнение, соответствующее слою с номером 
М-µ+ 1, и воспользоваться выражением ( 16), то после выполнения 
суммирования по пi индекс µ из получившихся соотношений исчезает. 
Тогда можно записать следующие два уравнения: 

где 

Н0 sh (б/2) sh Л + J ch (б/ 2) = ~ sh ~РМ/2) sh (2Л), (17) 

Н0 sh (б/2) ch Л + J ch (б/2)sh Л = 

=В ( sl1 (б/2) ch ( б - ~~ ) + sh (РМ/2) sl12 Л). 

В= r:р0 /2а.:л2 sh (Р/2) = PВ/2sh (Р/2), 

2Л = х1 -х;, 

б = х1 +х; + р(М-1). 

(18) 

( 19) 

(20) 

(21) 

Уравнения ( 17) и (18) можно преобразовать к более удобному виду: 

- ( . ~) H0 -J=H1 =Bch х1 ,-2 . (22) 

(23) 

Таким образом, мы доказали, что в рассматриваемом приближе­
нии деформация решетки вихревых нитей отсутствует (см. ( 16)), а рас­
стояния первого и последнего слоев вихревых нитей до ближайших гра­
ниц образца определяются такими же уравнениями (22) и (23), как в 
случае сверхпроводника, занимающего полупространство (см. (2]). 

Если Н1 =Н2 (т. е. ток в пластинке отсутствует), величина 
Л = (х1 - х;)/2 обращается в нуль . 
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При наличии тока X1 =Fx;. Используя уравнения (17) и (18), полу-
чим 

(24) 

причем расстояния между соседними слоями вихревых нитей (т. е. ве­
личина ~) изменяются, оставаясь, однако, одинаковыми. Этот на пер­
вый взгляд малый эффект при вычислении величины Л оказывается 
очень существенным. Если предположить, ка~ это сделано в [2], что при 
увеличении тока величина ~ не меняется (т. е. решетка вихревых нитей 
является абсолютно жесткой), смещение Л оказывается значительно 
большим, чем следует из (24). 

Макроскопическое равновесие 

Если выполнены условия локального равновесия (5), потенциал 
Гиббса нашей системы имеет относительный минимум. При отсутствии 
тока величину М (а, значит и параметры а, Ь и В) можно выбрать так, 
чтобы потенциал Гиббса имел абсолютный минимум. Такое состояние 
называется макроскопическим равновесным. Потенциал G при этом 
дается выражением [l, 2, 4] 

м 

G = ЧJо LY ~ (hv (хµ) + 2hL (хµ) - 2Не), 
8л:а LJ (25) 

µ=! 

где l - длина нити и У - длина образца вдоль оси у. 
Используя (9), (10) и (16), нетрудно определить hv (хµ) и hL (хµ)· Вы­

полняя затем суммирование по µ в (25), получаем 

G = (<роlУ/8л:аЛ) [ ( <р0 М cth + / 2аЛ.2 - 2М (Не -Н;1) + 

+ (<р0 /аЛ.3 sh2 + ·slн')) ( sh ~: sh Т ch ( 6 - ~: ) + 

+ ( 2Н е sh ~: ) / ( ch + sh ; ) J , (26} 

где 

00 

н;I = 4:~2 [ ln (а/2л:х)- 2 ~ (1/k (1 -( - l)k ехр (2л:k. ~/а)))] (27) 
k=I 

Система вихревых нитей находится в макроскопическом равнове-
сии, если 

dG/dM= О. (28) 

Используя (26), нетрудно убедиться, что (~) =О, если выпол­
д~ м 

нено уравнение (18). Поэтому 

___:!!!__ = (дG/дМ)r> + (дG/д~)м-(д~/дМ) = (~) =О. (29) 
dM дМ. r> 

Это уравнение приводится к виду 

(30) 
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откуда с точностью до слагаемых порядка ~4В находим 

В = ср0/аЬ = Н-н;,. 

Если выражение (27) для н;, переписать в виде 

н;, = (<ро/4л:Л.2) ln (~'сх./х), 

то для случая, когда Ь =а V3 /2, который мы рассматриваем: 
00 

ln ~' = -ln 2л:-2 ~ + (1- (- l)kexp (л:k V3)):::::: - 1,847. 

k=I 

Этот результат совпадает с полученным ранее (см. (3]). 

(31) 

(32) 

Следует, однако, отметить, что в пластинке конечной толщины ве­
личина В, строго говоря, отличается от индукции, которую принято 
определять, как усредненное микроскопическое поле, т. е . 

11 +У/2 

(h) = -1 
lim -

1-J dx J dyh (х, у). 
d У-->оо У0 

о -У/2 

Используя выражения (8)- (12), находим 

(h)=B [1 + f((~sh(x1 -f )/2sh ~)-(x1-f ))J. (33) 

Как и должно быть, при б-+оо 

(h) =В= ср0/аЬ. 

Отличие величины <h> от В во всех случаях весьма мало; оно го­
раздо меньше, чем следует из результатов работы 1[3], авторы которой 
не учитывали эффектов, связанных с конечностью расстояния первого 
слоя вихревых нитей от поверхности. 

Вычислим величину потенциала Гиббса при макроскопическом рав­
новесии. Используя для вычисления выражения (26) уравнение (30), 
находим 

h 
~М ~М-б 

[ 

s --ch~-- ] 
G = _ 8

2 ~:мь l _ ---~-м ___ 2__ . 

-2-сh(б/2) 

При б-+ оо это выражение совпадает с известным [ 6] 

о = - vв2;8л:, 

где V = lY d - объем образца. 

Если же б-+0 (но б/сх. » 1), получаем 

G=--- (б2/12)- Xi-- 1. в2v [ ( ~ )2 1 
_ 8л 2 J 

(34) 

(34а) 

(34б) 

Поскольку всегда ch ( х1 - ~ ) .> 1, локально равновесные со-
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стояния вихревых нитей мотут существовать (см. уравнения 
(23)), лишь если H1>Hm1n(B) и H2>Hm1n(B), где 

(22) и 

- - "-' ( - (_Е_)) Н mln (В) - В - В \. 1 
24 

. (35) 

Более точное определение величины Hm1n(B) дано в работе {2]. При 
He=Hm1n(B) исчезает поверхностный потенциальный барьер (7], удер­
живающий вихревые нити внутри сверхпроводника. Этот же самый по­
верхностный барьер мешает вихревым нитям входить в образец, пока 
его максимум не приблизится (при увеличении внешнего поля) на 
расстояние порядка s (Т) к поверхности. Соответствующее значение 
внешнего поля мы обозначаем H max(B). Величина H max(B) для пла­
стинки при М~ 1 оказывается такой же, как и в случае сверхпровод­
ника, занимающего полупространство (см. (1]). Поэтому мы не приво­
дим здесь соответствующих довольно громоздких вычислений. Резуль-
тат есть 

Hmax (В)= В2 + Н5 +- 0
- • 

2 ~ ( <р)2 
2аЛ. 

(36) 

Максимальный критический ток для слоя пропорционален 
l max =Hmax(B)-Hm1n(B). Следует, однако, подчеркнуть, что значения 
Hmax, Hm1n и lmax могут быть достигнуты, лишь если поверхности 
образца являются идеально гладкими и однородными и обеспечена 
стабилизация вихревых нитей в местах выхода их 1<0нцов на поверх­
ность. 

Автор выражает глубокую благодарность Ф. Ф. Терновскому за 
ценные советы и постоянное внимание. 
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