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Лаrранжиан системы полей выбираем в виде 

L = - +- - - gµv __ +-- --gµv __ F(q>), · R 1 ( дq> дq> ) у ( дq> дq> . ) 
2х 2 дхµ дх" 2 дхµ дхv 

(1) 

где R - скалярная кривизна, 'У - параметр нелинейности, F(q>) - произвольная 
функция от полевой функции скалярного поля q>. Лагранжианы такого вида играют 
важную роль в скалярно-тензорной теории гравитации 0]. Лагранжиану (1) соответ
ствуют система уравнений Эйнштейна 

Rµ 1 
v - -бµR= -хтµ 2 'V 'V 

и нелинейное уравнение скалярного поля 

(2) 

Исследуются статические аксиально-симметричные решения этой системы у.равнений. 
Метрику выбираем в изотермической форме (2]: 

ds2 = е2<v-Л) (dp2 + dz2) + g33d02 - e2Лdt', (4) 

где Л(р, z), v(p, z), gзз(р, z) - неизвестные функции. 
Выпишем компоненты тензора энергии-импульса скалярного поля: 

уР = (~gP"~)(l + yF) __ 1 fJP ( ~gvo ~)(! + yF), 
µ дхµ дх'V 2 µ \ дх'V дх0 

т1 = -т2 =-1 е-2<v-Л> {(~)2 -(~)2}(1 + vF), (5) 
1 2 2 др • дz 

уз= у4 = __ I е-2(v-Л) {( дq> )2 + ( дq> )2}(1 + yF). (6) 
3 4 2 др дz 

Из уравнения (2) с учетом того, что т: + Т~ = О, имеем 

(7) 

Из суммы уравнений 
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с учетом (8) получаем R~ + R1 =О, т. е. такое же соотношение, как и для вакуума; 
следовdтельно, g33 можно выбрать в виде [2J: 

gзз = r2е-2л. (8} 

Выпишем систему уравнений Эйнштеfrна и уравнение скалярного поля: 

(3!:__)2 -(~у __ 1 ~=-~ { ( ~)2- ! ~)2} l F др дz / р др 2 \ др ( дz ( + у ) • (9) 

= ~ { ( ~: )2 + ( ~; )2} (! + yF)' (11) 

дЛ ал 1 дv ( д<р д<р ) 
2-.-----=-Х - - O + yF), 

др дz р дz др дz 
(12) 

д2<р а2 <р 1 д<р у {(~у + ( ~ )2} F' (<р) 
ар;- + °дz2+р др + 2 (! +yF (<р)) =О. (13) 

Для определения трех функций Л, v, <р имеем систему пяти уравнений (9)-(13). 
Нелинейное уравнение скалярного поля (13) имеет такой же вид, как и в плоском 

случае. Его решение будем искать в зависимости от аргумента r = Ур2 + z2
• Тогда 

оно принимает вид 

2 "' (<р')2 F' (<р) 
q/' + - <р' + _r = О . 

r 2 (1 + yF(<p)) 
( 14) 

Уравнение (14) имеет решение 

s Yl +yF(<p)d<p=- с:. (15) 

где с1 - произвольная постоянная; вторая произвольная постоянная равна нулю из 

условия на бесконечности <р (r)-+oo при r-+oo . К:онкретный вид решения зависит от вида 
F(<p) . Сложением у.равнений (11) и (10) получаем уравнение для/..,: 

д2').,, д2').,, 1 д').,, 
-+-+--- =О. 
др2 дz2 р др 

Решение уравнения ( 16) в зависимости от r имеет вид 

С2 
/..,(r) = --, 

r 

(16) 

(17) 

где с2 - произвольная постоянная, вторая произвольная постоянная равна нулю из 

условия на бесконечности /..,(r)-+O или r-+oo. Для определения v (р, z) имеем систему 
уравнений (9) и ( 12) и дополнительное уравнение ( 1 О), являющееся следствием пер· 
вых двух. Решение этой системы уравнений дает для v(p, z) следующее выра
жение {3]: 

1 ( 2 1 2) р2 
'V (р' z) = - 2 С2 + 2 ХС1 (р2 + z2)2 . ( 18) 

Отсюда можно определить все компоненты g µv. 
На основании полученных решений можно сделать следующие выводы . Нелиней

ное уравнение скалярного поля (13) имеет такой же вид, как и в плоском случае , 
т . е. порождаемое скалярным полем гр авитационное поле не влияет на решения урав

нения скалярного rюля; в решение уравнения скалярного поля не входит гравитаци

онная постоянная х. К:омпоненты метрического тензора gµv не зависят от нелиней
ного члена в уравнении скалярного поля, так как (18) не содержит параметр нелиней
ности скалярного поля у. 
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ИНВАРИАНТНОЕ ОСНАЩЕНИЕ ИЗОТРОПНЫХ 

НЕГОЛОНОМНЫХ МНОГООБРАЗИЙ В ПРОСТРАНСТВЕ

ВРЕМЕНИ 

Мы рассмотрим инвариантное оснащение неголономных изотропных многооб
разий, существующих в римановом многообразии событий v~ с лоренцовой сигнату-

рой. Вообще неголономным многообразием М;:' в касательном многообразии T(Mn) 
точечного дифференцируемого многообразия М" называется поле т-направлений 

{Em}c:T(Mn). Многообразия м: им;:' оснащают друг друга в Т(Мп), если не 
имеют общих ненулевых направлений и имеют дополнительные размерности: 

мт мт' мо + ' п n nJ = п' rn т = п. 
Касательное многообразие разлагается в прямую сумму оснащающих друг друга 
многообразий. Каждое неголономное многообразие может быть получено проектиро
ванием касательного многообразия по многообразию оснащения. Площадки Em пред
ставляют собой центроаффинные пространства . Пространства Ет образуют слои, 

а Mn - базу неголономного многообразия М~. 
В многообразии событий V1. существуют следующие изотропные неголономные 

многообразия: Х~· 1 , Х~· 1 , Х~· 1 • Правая единичка означает понижение ранга инду
цированной метрики на единицу против ранга метрики самого неголономного много 

образия. Поскольку многообразие Х~· 1 является касательным к изотропной кон
груэнции кривых, собственно неголономными многообразиями являются два прочих. 

Многообразие Х~· 1 образовано изотропными площадками, касающимися нулевого 
конуса по образующей с некоторым направляющим вектором la (х). Таким образом, 
оно полностью определяется заданием поля изотропного вектора la. Поэтому разум
но строить оснащение с помощью инвариантных направлений, характеризующих поле 
направлений этого вектора. 

Для конгруэнций различного типа характерные направления определены по-раз
ному, поэтому будем отдельно строить оснащения для негеодезической, геодезической 
и нормальной (и геодезической) конгруэнций. 

Первый вектор кривизны 1<0нгруэнции Х 1 (l) (обозначение очевидно) не подходит 
для цели инвариантного оснащения, поскольку параметр вдоль конгруэнции не задан, 

а канонический параметр в общем случае отсутствует. Однако соприкасающаяся 
плоскость не зависит от выбора параметра. Выберем произвольный параметр вдоль 

конгруэнции. Тогда определено поле касательного вектора lrx. = dxa/dt и разложение 

его ковариантной производной VµLv = lµfv+dµv+roµv, 

f" = lPVpl", d[µv]=ro(µv)=O, [] = alt, ( )=sym. 

Направление бивектора z[a Jf3] = l af3 определено (с точностью до ориентации) ин
вариантно. В этом направлении лежит приращение касательного вектора при смеще
нии точки вдоль кривой. Ограничим теперь произвольные смещения точки требовани
ем, чтобы приращение касательного вектора принадлежало спрямляющей плоскости, 
ор тогональной соприкасающейся: 

dлР Laf3Vp l13 =О, zafl 4= О. 
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