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АСИМПТОТИКА СЕЧЕНИЯ ПЕРЕЗАРЯДКИ 
БЫСТРОЙ ЧАСТИЦЫ В ОДНОЭЛЕКТРОННЫХ АТОМАХ 

Приведены результаты расчета асимптотических выражений для полного сечения 
перезарядки быстрой частицы в одноэлектронных атомах. Найдена зависимость сече
ния от квантовых чисел, характеризующих конечное связанное состояние, а также 

получены формулы для полных сечений захвата . 

Введение 

В последнее время появились работы, например [ 1-8], посвящен
ные теоретическому изучению процесса перезарядки быстрой частицы 
Ai в одноэлектронных атомах, т. е. процессу вида 

At + (еА1)-+ (Aie) + А1 
и, в частности, перезарядке протона в атоме водорода: 

р + Н-+Н + р. 

(l) 

( l ') 

При этом предполагается, что Аа являются бесструктурными частицами 
с массами та и зарядами Za., а полное взаимодействие задано суммой 
парных кулоновских потенциалов. Наиболее распространенными при
ближенными методами решения нерелятивистской трехчастичной задачи 
( l) в рассматриваемом случае являются : обычное борновское прибли
жение [2, 3], борновское приближение в методе искаженных волн 
[ 4, 5], а также теория возмущений, построенная на основе уравнений -
Фаддеева [6-8] 1• Общее требование, предъявляемое к указанным при-

v 
ближениям, состоит в том, что в пределе _.о_-+0 (здесь v - относи

v 
е2 

тельная скорость падающей частицы, и0 = h - «орбитальная» ско-

рость) соответствующие выражения для амплитуды и сечений должны 
совпадать с асимптотически точным решением. Такое решение для ам
плитуды T 1i трехчастичного нерелятивистского рассеяния с перестрой
I<ой в случае перехода из основного состояния в 1<онечное пs-состояние 

1 В [6, 7) использовалось ошибочное выражение для парной кулоновской ампли
туды вне энергетической поверхности, полученное в [9) . На эту ошибку было указано 
в [10). 
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было получено ранее в 1(1 l, 12] путем анализа асимптотик членов ите
рационного ряда уравнений Фаддеева. При этом было выяснено, что 
сравнимый вклад в асимптотику амплитуды дают члены первого и вто
рого порядков итерационного ряда уравнений Фаддеева, считая порядок 
матричного элемента, между начальным 1 i> и конечным <f 1 асимп
тотическими состояниями по числу содержащихся в нем парных ампли

туд Та. (a=i, f, е), т. е. все члены вида: 

T}'f" = ( f 1 V,el i) + (fl Те+ TiGoTr + TeGoTr + TiGoTel i ). (2) 

Здесь G0 - резольвента оператора кинетической энергии трехчастич

ной системы, V a.fl - оператор парного взаимодействия частиц с индек
сами а,~-

С асимптотикой членов (2) совпадает также асимптотика членов 
первых двух порядков борновского ряда трехчастичного уравнения 
Липпмана - Швингера: 

(3) 

где Va. - часть взаимодействия, исчезающая при бесконечном удалении 
частицы Аа.. Отметим , однако, что асимптотика первого борновского 
приближения в методе искаженных волн не совпадает с асимптотикой 
обычного первого борновского приближения, т. е. первого члена в (3) 
[ 13]. Этот результат в рамках одной из модификаций метода искажен
ных волн для ( 1 ') был непосредственно получен в [5]. Найденная там 
асимптотика сечения для ls-+ls-пepexoдa имеет вид QbwA = 0,81Q1m • 
в то время как вклад области малых углов рассеяния в полное сечение, 

полученное· в первом борновском приближении, равен Qvs = 0,66 Qh~ , 
(Н) 218 ( Vo )12 2 . 

где Qвк = -
5
- -; nro; ro - боровскии радиус. 

Отметим, что асимптот';!<а ~ QbwA существенно зависит от вида 
искажающих потенциалов wi, w, и вследствие этого не является хо

рошо определенной. Эта неоднозначность исчезает лишь при учете чле
нов второго порядка метода искаженных волн. Как показано в [ 13], 
часть ведущих асимптотик членов второго порядка сокращается с «лиш

ними» асимптотиками членов первого порядка, в результате чего глав

ная асимптотика амплитуды 

(4) 

(здесь IФi>. <Фj l - искаженные начальное и конечное состояния) 
будет совпадать с асимптотиками (2), (3), т. е. с асимптотически точ
ным решением. Таким образом, выясняется, что правильная асимптоти
ка амплитуды перезарядки ( 1) получается только при учете наряду с 
членами первого также членов второго порядка в каждом из прибли
женных выражений (2)- ( 4) . В настоящей работе найден явный вид 
асимптотически точных выражений для амплитуд и сечений реакции ( 1) 
для перехода из основного состояния (еА 1 ) в произвольное конечное со
стояние (eAi), а также получены формулы для полных сечений захвата. 

§ 1. Асимптотические выражения для перезарядки 
в основное состояние 

Чтобы избежать математических усложнений, рассмотрим сначала 
наиболее простой случай захвата электрона в основное состояние. 
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Полученные при этом результаты, однако, качественно справедливы и 
в более общем случае захвата в произвольное конечное состояние, 

рассматриваемом в следующем параграфе. Как уже отмечалось, 
асимптотика амплитуды реакции ( 1) совпадает с асимптотикой выра
жения (3), которое представим в виде (все рассмотрение проводится 
в системе центра масс) 

где 

тре = <t IY1e + ViгGoVтe 1 i). 

Трр = <f IVif + VчGoVie + v,eGoVlf 1 i). 

-+ -+ 

(5) 

(6) 

Здесь li)=\nilimi; k1); k1 - относительный импульс частицы Ai; 
(nJim1)- совокупность квантовых чисел, описывающих связанное состоя-

- -+ -+ 
ние (еА,) , Ul===(n,z,m,; k,I. k,-относительный ; импуль~связанного со-
стояния (еА1 ), характеризуемого квантовыми числами (п,z,т,). В импульс
ном представлении соответствующие потенциалы имеют вид 

V (р) _ Vo ZiZf V (р) _ _ Vo .ь._ Vfe (р) = _ Уо._, !J.. 
lf - 2:n:2 7' ie - 2:n:2 р2 ' 2:n:2 р2 

Для случая переходов в основное состояние асимптотики матрич
ных элементов (5), (6) при наличии трех различных масс и экрани-

1 б u 
рованных с радиусом - парных кулоновских потенциалов ыли на и -

х 

дены ранее в [12]. Ввиду того, что полученные асимптотические фор
мулы хорошо определены при х-+-0, они непосредственно применимы 
и в рассматриваемой задаче. Учитывая, что me4:..mi, т1 для (6) имеем: 

[ 
zi +zt 

д2 + 
е 

трр = 
NФ1 (О) ft (О) 

+ (7) 

Здесь 

Ле= V e -ei + -et , 2 2 ( 1 -+ 1 -+ )2 
mt т1 . 

-+ 1 -+ -+ 1 -+ 
ei = ---::;-- k1, е, = --:::;- k,, 

1 ki\ 1kt1 

Нормировочная константа N = (2:n:n)3 
( 2~2 )2. 'Pt (О) и f, (О) - зн а 

чения координатных волновых функций связанных состояний (А1, е) 
и (A i, е) в нуле. 

В (7) для определенности полагаем, что m1<mi. Асимптотическое 
выражение для (5) имеет вид 
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Т = 2N'Pi (О) f,(O)тeZ1Z t [_1_ + 
ре "~ тflД4. д2 2 2 ]· (8 те те v 

Л2--2 -2i-2 -
0 (Z1+Zf) 

"е "е v 

Первые слагаемые в квадратных скобках в (7) и (8) отвечают 
членам первого порядка в (5) и (6), а остальные - членам второго 
порядка. Качественные оценки (7) и (8) показывают, что каждый из 

const 1 
слагаемых в (7): Т РР ,..._, и8т3"2 • д2д4 , в то время как 

е е е 

const'me 
Т ре,._, и8"6 де Таким образом, Т РР значительно превосходит Т ре 

е 

и становится сравнимым с ним лишь в области малых углов рассея
m2 

ния: Л2~ _е_ Однако при малых углах из-за интерференции чле-
"; 

нов первого и второго порядков вклад суммы Т РР становится сущест
венно меньшим, чем вклад каждого слагаемого в отдельности. А имен-

т2 "--> • .__, 

но, в области Л2 :::::: _е_ т - const ' тогда как тре "" const' 
"2 РР и8тз т·т1 и8т5 
е е L е 

т1тf 
и, следовательно, Т ре приблизительно в -- раз превосходит Т РР· 

т; 
Характерная особенность членов второго порядка в (6) состоит в 

том, что с ними связан максимум в дифференциальном сечении при 
-+-+ 

значениях угла рассеяния е (cos 0= (е1е1))' удовлетворяющих соотно-

шению л; = 1 - тt, т. е. sln2 _о_= -1
-( 1 + тt )

2
• Этот максимум 

mi 2 4 т1 

дает член <fl V1eGoV11li>, а соответствующий процесс может быть 
интерпретирован как два последовательных парных столкновения ча

стицы А1 сначала с налетающей частицей Ai, а затем с электроном, 
причем в результате двух рассеяний конечные скорости Ai и е оказы
ваются близкими друг к другу. Вклад указанного максимума в пол
ное сечение имеет вид 

Q = 5n ~ ( те )2 ____ z; Q 
РР 212 Vo т1 ( 1 - -:-~ )2 (Z1 + Zj) вк. 

(9) 

где 

( 10) 

так называемое сечение Бринкмана-Крамерса, полученное при учете 
лишь одного взаимодействия V 1e в (3). Формула (9) непосредственно 
не применима к специальному случаю m1=m1, который был рассмот
рен в [11]. В этом случае максимум, связанный с ядер-ядерным 
взаимодействием, находится при 0=п, а соответствующий процесс рас
сеяния можно интерпретировать как лобовой удар частиц Ai и А1 . 
Главным в этой области углов является член первого порядка в (6), 
который дает вклад в сечение 1 

1 В [11] в формуде (38) допущена опечатка . Первый член в квадратных скоб-

51 1 ( v )6 
ках равен 3. 214. м2 7о . 
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5 ( v )6 с те )2 Q 
QPP = 3·210 (Z; + Zt )' ~ mi вк, (11) 

рассмотренный ранее в [ 14]. 
Как отмечалось выше, в области малых углов рассеяния главными 

являются члены (8), которые приводят к асимптотике сечения: 

Q(ls) = (о 296 + Sn 1 v )Q (12) 
ре ' "2u (Zi + Zf) ~ ВК· 

Сравнивая (9) и ( 11) с ( 12), находим, что в рассматриваемом 
селучае me~mi, т1 вкладом Qpp в полное сечение Qfi реакции (1) 
можно пренебречь по сравнению с Qpe· Таким образом, асимптотика 
сечения Q1i (ls) совпадает с (12). При получении асимптотик (7), 

(8) из исходных выражений (5) , (6) соотношение масс те счита-
vе -

лось конечным; причем для справедливости асимптотик (7), (8) доста-
v0 те 

точно условия - « 1, вовсе не связанного с отношением 
V Ve 

Разложение по степеням me/Ve проведено там, где это возможно, лишь 
в конечных формулах. 

§ 2. Зависимость сечения перезарядки от квантовых чисел 
конечного связанного состояния 

В предыдущем параграфе выяснено, что для нахождения ведущей 
эсимптотики сечения перезарядки ( 1) достаточно ограничиться члена
ми 1'--ре (5) в (3). Найдем теперь, какой вклад в асимптотику дают 
переходы в различные конечные связанные состояния подсистемы 

(eA i). Наиболее просто этот вопрос решается для первого члена в (5): 

....ВК ~ . -+ -+ [ Лj теV~ ] 
iti =(flV1eli)=-'l';(Л1 )'1' 1 (Л1) -+-. (13) 

2m0 2 
Здесь 

передаваемые импульсы, 

l -+-+ 

-~ -
-+ s -+fi - -+ ( р ) 'Уа (р) = -(-2n_h_)•""';,- dзге '1' а (r) = 'Фпаlа (р) Ylama -р • 

(а = i, f), 

Rn1 (r) -радиальная кулоновская функция дискретного 
У1т (ср0)- сферическая функция [ 15]. Используя асимптотику 

( [ 2(n + l)I ] '/• 2 1 1 
'Фпl р)-+ (п - l -1)\ Г (l + 3/2) п1+2 . р 1+4 

спектра 

[15J 

_(14) 

и 

(15) 

при р-+оо (импульсы здесь выражены в ат. ед.) и учитывая, что в этом 
пределе Лi = Л~ = Л2k7 , причем 

1 · 2 2 л2 2 
-т.v < i <2ki, 

4 
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Находим, что главный вклад в (13) дают переходы в конечные s-со
стояния (eA i ) . Амплитуды переходов в состояния с высшими момента-
ми убывают, как 1 /v6+1

1. Таким образом, асимптотика (13) имеет вид 

вк - бz,oб'ii{fo 
Tfi (ni1m1) = •1 Tf;к(l, О, О), (16) 

п, . 
а для сечений получается известный зак'Ьн + [ 16, 17]. 

п, 

Главная асимптотика матричного элемента второго порядка в (15) 
в общем случае вычислена в [12]. Для данной задачи имеем 

• t л1 Переходя к безразмерной переменнои = - 2-, асимптотику ( 1) пред-
mеv2 

ставим в виде 

где 

где 

( 18) 

(19) 

Полное сечение реакции (1) Qfi (n1l1m1 ) связано с (18) соотношением 
00 

Q1i (n,l1m1) = (2л:)4n2v; т; л: S dt 1 Pti (п,, l1m1; t) j2• (20) 
1/4 

Вычисление ведущей при ~ -+О асимптотики интеграла (20) дает 
v 

(21) 

1 

__. 12 00 f111т = 4л:пз Yim (~) _2_1_ 5dslГ111(s)l2, 
Лt Г15 (О) 

' о 

(22) 

а Qвк определено формулой (10). Поскольку от m1 в (21) зависят лишь 
сферические функции, суммирование по mf может быть проведено в явном 
виде, что дает 

(23) 
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где 

00 

(2l + 1) n3 ~ - 2 2 lnz = 2 2 • ds'I'i (sr0)Rn1 (sr0). 
Ч' i (О) R1s (О) 

о 

(24) 

Используя в (24) кулоновские волновые функции. получим 
00 

Jnl = (2l + 1) (п - l - 1 )! r d,se-s(l+na) 521 [L (~ ~) (s)}2 (25) 
2Z ! (п + l) 1 J · п 1 1 

' 
о 

где 

цm>(s) = (п:~п7)! F(-n, т + 1; s), а F(a, ~; х) 

- вырожденная гипергеометрическая функция [ 18]. Интеграл типа 
(25), имеющий вид преобразования Лапласа, в более общем случае 
вычислен в ·[ 19]. Для данных значений параметров имеем 

lпz = ---------
2Z1(na + !)21+1 

n-l-1 

~ 
v=O 

(2l + v)I -------,--- х 

(2l)I v! ( 1 + п1а )" 

Х F(-v, -v+ 1; 2l + 2; -
1
-) 

п2а2 ' 
(26) 

где F (-п, -п + 1; 2! + 2; -
1
-) - гипергеометрическая функ-

п2а2 . 

ция, сводящаяся в данном случае к многочлену конечной степени. 
Суммируя далее (23) по всем конечным l1 от О по n1- l, получим 

1 (а) ] Q 
Q . ( - [о 296 Sл: [) nf __!!!i_ 

fi n1)- • + 211 ~ (Zi+Zt) nJ ' (27) 

где 

п-1 

!11 (а)= 2z,(I + а)~ Ini· • (28) 
l=O 

Выражение для ln(a) может· быть вычислено в замкнутом виде 
для больших п. В этом пределе (26) переходит в 

n-l-1 
~ .(2l + v)I (l +п)I 

~ (2l)! vl 
fпln> I:::::: -22-1-(п_а_)1_+_2_1 - 2Z1(na)1+21 (2l + 1)! (п - l- !)! 

v=O 
(29) 

Используя пуассоновское приближение для биномиального рас
пределения, получим 

1 

1 1 ( - -;;;; 1 ) 21+:1 ( 
nln> I ~ 2Z1(2l + 1)1 е -;; . 30) 

Подставляя (30) в (28) и устремляя верхний предел в (28) к бес
конечности, находим 

1 п (а) ~ (1 +а) sh -
1 

, 
n-Yoo а 

(31) 
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' 

' 

и, таким образом, устанавливаем, что для переходов в состояния с 
1 

большими n1 имеет место закон --. Для перехода в состояния с ма-
n~ 

лыми п1 необходимо вычислить конечные суммы (26), (28). Резуль
таты расчета для различных п и а приведены в таблице. 

Значения суммы ln (а) при различных а, п 

~п а а 
п ~ 1/4 1/2 2 4 

2 1 1 ,482 1,313 1, 185 l, 104 1 ,057 

3 1 1 ,995 1 ,556 1,288 1,151 1,074 

4 1 2,533 1,740 1 ,414 1 , 180 1 ,086 

Окончательное выражение для сечения захвата получается путем 
00 

суммирования по всем конечным щ. Учитывая, что ~ - 1
- = 1 202 нахо-

~ пз ' J 

дим 

• 

fl а) = 1,202 0,2 +--. Qвк. Q ( [ 96 5л: v /(а) ] 

211 v0 (Z1 + Zt) 

00 

/(а)= _1 _ ~ l n (а). 
1,202 ~ пз 

n=I 

(32) 

Для случая перезарядки протона или его изотопов (дейтрона, тритона) 
в атоме водорода или атомах указанных изотопов, т. е. при 

а = ~ = 1 величина J ( 1) с точностью до десятых равна 1. 
Zf 

Таким образом, асимптотика сечения перезарядки каждого из ука
занных процессов будет иметь вид 

(33) 

В результате проведенных расчетов получено асимптотическое вы

ражение для сечения перезарядки вида (1). В математическом пре-
v0 О 1 б 

деле - -+ сечение убывает как - . однако при умеренных оль-v vll 
ших v главным является константный член в (32) . Оценки показывают, 
что для реакции (1) вклад второго члена в (32) становится важным, 
начиная с энергий падающего протона свыше 1 Мэв (в лабораторной 
системе), давая, например, при 1,5 Мэв около 10 % вклада в сечение. 
Асимптотика сечения не зависит от соотношения масс частиц Ai, А1. 
но зависит от их зарядов. 
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При не слишком больших v наиболее вероятными оказываются 
переходы в конечные s-состояния (eAi), однако при V-+oo сечения 

переходов в состояния с высшими моментами убывают так же, 
vн ' 

как и сечение перехода в s-состояния, хотя численный расчет показы
вает, что коэффициенты Cnt быстро убывают с ростом L. 

Что касается зависимости сечения от главного квантового чис
ла п1 , то для больших п1 оказывается справедливым известный закон 

1 
- 3 • Для малых щ простая зависимость от п1 отсутствует, хотя 
nf 

ввиду слабой зависимости l n(a) от п можно считать, что закон -
nз 

f 
приближенно выполняется и при малых щ. 
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