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ИЗЛУЧЕНИЕ ФОТОНОВ В ПОСТОЯННЫХ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ 

ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ ПОЛЯХ 

Исследованы условия квазиклассичности и получены квазиклассические решения 
уравнения Дирака для электрона, движущегося в постоянном электрическом и парал­
лельном ему магнитном полях. Рассчитано излучение фотонов в параллельных полях 
с учетом поляризационных и спиновых эффектов. Показано, что полученная формула 
для вероятности может быть использована для описания излучения квазиклассическим 
электроном в произвольном постоянном и однородном электромагнитном поле. 

Движение релятивистских электронов в постоянных внешних полях 
т2 

с напряженностью, меньшей критической В0 = - = 4,41 · 1013 гаусс, 
ео 

носит квазиклассический характер. Условия квазиклассичности в слу­
чаях однородного магнитного и однородного электрического полей были 
рассмотрены ранее [1]. При этом было показано, что вероятности излу­
чения в этих полях с учетом поляризационных и спиновых эффектов 
могут быть записаны в единой форме через инвариантные функции на 
основе ковариантного определения спиновых и поляризационных со­

стояний электронов и фотонов во внешнем поле. 
В настоящей заметке рассмотрен случай параллельных электри­

ческого и магнитного полей. Найдены квазиклассические решения урав­
нения Дирака, с помощью которых рассчитана вероятность излучения 
фотонов в параллельных полях. 

Квазиклассическое решение уравнения Дирака 

Систему координат и калибровку потенциала Аµ, задающего па-
-+ -+ 

раллельные поля @ l/Hl/Oz, выбираем следующим образом 1 

Аµ= {О, хН, - @t, О}. (1) 

Решение уравнения Дирака для электрона, движущегося в посто­
янных однородных и параллельных магнитном и электрическом полях 

( 1), будем искать в виде : 

-+ 
~ниже принята система единиц c=:li=l, метрика(+---), аµ= {а0 ,а}, 

-+ 
аµ={а0 , -а}, µ=0, 1, 2, 3. 

189 



( 

if 1 ( A1g1 + Ag2) ) 
Ч' (;, t) = N _f 2 ( Bg1 + B1g2) eip,y+ip,z, 

tf1 (-A1g1 + Ag2) 
f 2 ( Bg1 - B1g2) 

(2) 

где А, А1 , В, В1 - спиновые коэффициенты, а функции fi, gi (i = 1, 2} 
удовлетворяют уравнениям 

( д2 2р ) 
-- + -J_-'Y1-'Y12 +: 1 !12=0 
д2 2 _/- '1 '1 • ' 

ТJ r е0Н (3) 

( 
а2 Е2 ) -- + ____::!:__ + 't2 ± i g1, 2 = о 
д't2 ео8 

(Е}_ = т2 + р3_). 
Здесь вместо х и t введены новые безразмерные переменные ТJ и 't: 

t _ ..L Р2 + Р l_ 
"' - х 1 ' 

е0Н 

Условия квазиклассичности движения частицы в рассматриваемом 
случае параллельных полей имеют вид 

Р l_ Е}_ 
_r - » 1, - » 1. 
r е0Н е08 

(4) 

Принимая во внимание неравенства (4), для уравнений (3) полу­
чим следующие асимптотические решения (2]: 

!1 ,2 ~ Ф (- Л.~1,2), Л. = (2е0Н р i_)'I., ~1,2 = ~ + 2~ 1- ; 

g1 ,2 ~exp{-i(t-t0)(Ei_±i ;~~ )-+ (t~~o)3 

(е0 Ш )2 }. 
(5)-

Здесь Ф - фун1щия Эйри: 

l s"° d•l'eix,P+i ~· Ф (х) = ,;-- 'У 
2 " л: 

(6) 
-оо 

Полученное решение описывает движение электрона на малом участке 
квазиклассической траектории 62~R2= (P.l..fe0H) 2 в интервале времени 
(t-to) 2~ (EJ../eo :§ )2. 

Такое решение оказывается удобным для исследования излучения, 
поскольку, как будет видно из дальнейшего, формирование излучения 
релятивистскщ:о квазиклассического электрона происходит на весьма 

малом участке траектории в течение достаточно малого временного 

интервала . 

Для определения спиновых коэффициентов потребуем, чтобы функ-
-+ 

ция чr (r, t) была также собственной функцией оператора спиновой по-

ляризации М, являющегося интегралом движения. Для ковариантного 
задания спинового состояния, так же как и в {1], воспользуемся опе-

ратором М = + F µvПµv (см. также (3, 4, 5]): 
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(7) 

где 

М = П3 cos а. + Ф3 sin а, 
--+--+ -+ --+ -+ 

П3 = mcr3 + р2 [crP]3 , Р = - iv + е0А, 
--+--+ 

Ф3 = - Рз [crP]3 , (8) 

&fl = V m2 cos2 а + pJ_. 

Как видно из (8), уравнение (7) определяет состояния электрона 
с ориентацией спина вдоль (~= 1) или против (~=-1) направления, 
составляющего угол а с осью z. Этот угол задается относительной ве­
личиной напряженности магнитного и электрического поля: 

н 
а = arc cos , , . 

r н2 + 82 
Принимая во внимание условия ( 4) и решая уравнения (7) сов­

ыестно с уравнениями Дирака, найдем спиновые коэффициенты: 

А=-+{1 + ~ т cos а. 

rAt 

A1 =-+if1 + ~ т cos а. 

r/ft 

В=-+{1-~ т cos а. 

rAf 

т cos а. 

Значение нормировочного коэффициента 

N = -1 1 f"л 
L V L0 

следует из условия нормировки 

00 L/'I. L/2 

.a-tf3 
1-n-

е ~ . 
.a-tf3 

-1--

е 2 • 

,a+tf3 
е 2 • 

-ia+tf3 
е 2 ' 

J dx .\ dy J dzчr+чr = 1, 
-оо -L/2 -L/2 

(9) 

(10) 

причем мы ввели конечный «объем» Lo фазы Ч' в интегральном пред­
ставлении функций Эйри (6). 

Вероятность излучения 

Вероятность излучения линейно-поляризованного фотона электро­
ном за время t дается выражением 

lP = ( ;~ )2 ~ J' d:x (еµа:~а)(е~а~.а)· ( 11) 
а• 
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Здесь 

(12) 

'l'a, 'I'a· - волновые функции начального и конечного состояний элек­
трона во внешнем поле, а е µ - один из двух единичных четырехмерно­
поперечных векторов поляризации фотона, заданных в ковариантной 
форме, согласно р]: 

Fµvxv p •µvxv 
eµ(l) = , еµ(2) = -:--г.===-V - (Fµvxv) 2 V - (Fµvxv) 2 ' 

(13) 

где p •µv = -1- вµvЛРFлр, а xv _ 4 _вектор импульса фотона. 
2 

В результате градиентного преобразования соответствующие трех­
мерно-поперечные векторы будут представлять собой линейные комби­
нации известных векторов а- и :n:-компонентов поляризации [3]: 

-+ -+ -+ 
e(l) = e(a)cos a-e(:n:) sln а, 
-+ -+ -+ 
е (2) = е (а) sln а + е (:n:) cos а, 

-+ 
е (а) = (sln <р, - cos <р, О), 

-+ 
e(:n:) = (cos 8cos<p, cos 8 sin <р, - sln 8), 

где 8 и <р- сферические углы вектора импульса фотона 

~ = (sin 8 cos <р, sin 8 sln <р, cos 8). 
х 

( 14) 

(15) 

(16) 

Интегрирование по у и z в матричных элементах ( 12) дает законы 
сохранения 

Р~ = Р2-Х2, Р~ = Рз- Хз, 

а интегрирование по х и t приводит к интегралам типа (i, k = 1, 2): 

оо _r - iQH 

S dxe-ix,xf:f - У n е ik ф (ik,) 

-оо 

t s dfeixtg;•gk = 
о 

1 k - (Л.З- Л.'')'/• Н,' 

·gW 

[~(i'~'*)Г Ф(~/), 

(17) 

(18) 

где для аргументов функций Эйри в ультрарелятивистском случае 
(р .L )) т) с учетом того, что основной вклад в интеграл по конечному 
поперечному импуЛьсу pj_ дает область pj_-::::::::; PJ.. - х, находим значе-

ния: 
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где 

( 
, т2х х~ ) 

Zi = aw - Р 1- + Р .l + х + 2р .L (р .L - х) - 2х ' ( 19) 

-(2p_L(P.L -х))'/, _ (2Pi_(PL -х))'/• 
ан - 2 • aw - 2 ' 

е0 Н2х е0~ 2х 

Oi!i - символ Кронекера, а верхний знак соответствует i = 1 (нижний 
знак - i=2). 

Далее функции Эйри в матричных элементах ( 12) раскладываем по 

..!!..._ « 1 и _L « 1. 
Во . Во 

Суммирование по конечному поперечному импульсу p'.J_ в выраже-
нии для вероятности ( 11) заменяем интегрированием, которое произ.J 
водится методом, изложенным, например, в работе [6]: 

(20) 

S
00 

d ' Ф2 (z )· Ф, ' (z , ) = - ~ (2sin2 a + I)Ф'(y) + yФ1 (y) 
PJ_ н w 16 (2 " )'l•V • sш а ана~ 

о 

где 

оо 'Ф'з оо 

Ф (у) = 
2 
~Л J d'lji'ei'Ф 'Y+i 3 , Ф1 (у) = J' Ф (х) dx, (21) 

-оо у 

а аргумент у может быть записан в инвариантном виде через тензор по­
ля Fµv: 

( и ) ' '· У= - ' 
х 

и= х-х' 
' . 

х (22) 

При вычислении интегралов (20) учтено также, что основной вклад 
в матричном элементе дает область углов 

2 2 (m)2 01 '"'-' <j)J ~ р .L 1« 1, 

где 

(23) 

В результате выражение 1 eµ(i)aµ/ 2 (i=l, 2) после инте-грирования 
е2 2 

по ,р J_ оказывается с точностью до членов ~ 1. <р1 не зависящим от 
сферических углов импульса фотона . 

Основной вклад в формирование функций Ф (у) и Ф1 (у) в (20), 
имеющих интегральное представление (21), дает область переменно» 
Ф' вблизи точек стационарной фазы 

'Ф;,2 = ± i vи. 

5 ВМУ, № 2, физика, астрономия 

(24) 
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Отсюда с учетом области формирования интегралов ( 18), а также 
независимости правой части равенства (24) от <р1 и 01 находим: 

d0. = ео8 dt d = 2еоН d•'' 
" р J_ ' <JJ1 л.2 't'• 

т. е. интеграл по <р в вероятности ( 11) пропорционален объему iL0 фа­
зы 'ljJ . 

Суммируя далее по ко~ечным составляющим импульса электрона 
р;, р; с помощью законов сохранения ( 17), для спектрального рас-
пределения вероятности излучения в единицу времени получим: 

YY°fDl! • (25) 

Ф = Ф(у). 
-> 

Здесь индексы 1 и 2 соответствуют векторам поляризации е( l) и .... 
е(2), заданным формулами (14), (15), а ~ и ~' определяют соответ­
ственно начальное и конечное состояние спина электрона. 

Спектральное распределение вероятности излучения в параллель­
ных полях, как видно из выражения (25), имеет ту же форму записи 
через инвариантную переменную и и параметр х, что и спектральное 

распределение в постоянных и однородных электрическом или магнит­

ном полях. Последнее может быть найдено в результате интегрирова ... 
ния по углам спектрально-углового распределения, полученного ранее 

в работе [1]. 
Таким образом, формула (25) описывает спиновые и поляризацион­

ные эффекты излучения квазю<лассического электрона при условии (4) 
в произвольном постоянном внешнем поле с тензором F µv, входящим 
в определение (22) переменной и и параметра Х· 

Авторы глубоко благодарны А . А. Соколову за постоянное внима­
ние к работе. 
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