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В. Е. РАДЧЕНКО 

О КВАНТОВОМ ВЫВОДЕ КЛАССИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
ДВИЖЩIИЯ 

Из квантовой теории получен гравитационный потенциал взаимодействия вектор 
ных частиц с ненулевой массой покоя. Найдены уравнения движения для спина век
торной частицы и u.ентра масс невращающейся частицы, движущейся в поле другой . 

Помимо трех классических гравитационных экспериментов суще
ствует возможность четвертой проверки теории с помощью вращатель
ных эффектов в гравитационном поле. 

Гравитационный потенциал взаимодействия двух вращающихся 

частиц может быть найден как методами классической, так и методами 
квантовой механики. Настоящая статья посвящена ' второму способу. 
Задача получения потенциала взаимодействия методами квантовой 
механики не новая. В 1929 г. Брейт [1] получил из квантовой теории 
электрический потенциал взаимодействия электронов. Для случая гра 
витации аналогичный метод впервые применил Кориналдези [2]. Он 

. получил гравитационный потенциал для скалярных частиц и вывел 
квантовые уравнения для движения центра масс скалярной частицы 
в поле другой. Далее группа авторов [3] получила гравитационные 
потенциалы для нейтральных и заряженных частиц спина О, 1/2 и 1 
(фотоны). В стороне остался случай частиц спина 1 с ненулевой мас
сой покоя. 

Полученный гравитационный потенциал для частиц спина 1/2 из 
работы [3] был применен в [4] для изучения прецессии гироскопа. Как 
известно, работать со спинорными частицами гораздо труднее, чем с 
векторными. Поэтому возникает вопрос, нельзя ли для аналогичных 
целей использовать гравитационный потенциал векторных частиц с 
ненулевой массой покоя? Выяснению этого обстоятельства посвящена 
данная работа. 

§ 1. Гравитационный потенциал векторных частиц 

Рассмотрим одногравитонный обмен между двумя векторными 
частицами . Будем считать частицы различными и обладающими нену
левыми массами покоя im1 и т2 . В этом случае не будет обменных ди
аграмм типа Фейнмана и следует учитывать только одну. 
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Плотность лагранжиана векторного поля в искривленном прост
ранстве имеет вид 

:l = V -g {-gµv gfIO (Vµ'Ф~) (Vv'Фo) + m2gµv'Ф~ 'Фv} , (1) 

где gµv - метрический тензор; Vµ - ковариантная производная; g - детер
минант метрического тензора; 'ФР - комплексный 4-потенциал векторного 
поля. 

Следуя Гупта [5, 6], разложим гравитационные величины в ряд 
по гравитационной константе х (х2 =16л:G 1, О-постоянная Ньютона), 
исходя из формулы 

V -ggµv = 8µv-xyµv , 

где gµv - тензор Минковского. 
Вместо yµv удобно ввести 

1 hµv = yµv - 2 yeµv' У = yµv Bµv. 

Тогда плотность лагранжиана ( 1) · в первом порядке по х 

L' = -+ х (h'd,v + ~.а - h'a~) ('Ф*О,V 'Фv + 'Ф; ')>O,V) + 

где -ф:}' = 'Фv,µ eµv. 
Для хронологических спариваний гравитационных операторов имеем 

(2) 

(3) 

(4) 

(О/ Т (hµv (х) hafj (у) 1 О ) = i (8µv 8afj - Вµа Bvfj - Bµfj Bva) D~ (х - у), (5) 
где 

с 1 5 elkx 
D0 (x) = - (2:n:)' dk k2 + ie , в>О. 

S-матрица второго порядка имеет вид 

S2 = i 2 S S dxdy Т {:t~~ (х) .:t~~ (у)}. (6) 

Матричный элемент одногравитонного обмена двух векторных частиц 
находим в виде 

ix2 (2:n:)' 
F = -----
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4 (p0q0p~ q~)' I • 

-(p'q) lpq')- mT (q'q) - т~ (р'р) + 2mT т~] + [1.~~"oJ [ + (p'q' + 

+ pq + p'q --1- pq') (pap'v _ р"р'а) _ mT qvq'a] + [0~~PJ [ + (p'q' + 

' ' 2 ' 1 + pq + p'q + pq') (qaqv -qv qa)- m2 PaPv] + 4 (p'q' + pq + p'q + 

+ pq') (р- р')._, (р- р')а { [/~~] - [~:у~] - [~О-~· ] + 
1 Здесь вы бра ны единицы: c= li = l . 



+ C~·Vv1} + + (р- р')а (р- р')а- [(р + p')V' (q + q')V- (р + p')V (q + 

+ q')V] {[ .. w•] + [vv ' " + · '\1'1' '· + v' " v] • ' оо' " ··O'oo'J [O·· O'J [ " оо '· }} (7) 

' ~ ~ 
где р' р = р0 р0 - р' р; р , р' и q, q' - начальные и конечные 4-импульсы 

а/\ • , , ' 
частиц с массами т1 и m2 ; l~~ " ] = (ek)µ(ek )v (ен)а (eн)ll; ен, ~н - началь-
ные векторы поляризации частиц с массами т1 и m2 ; ek, еk-конечные 
векторы поляризации 'Частиц с массам m1 и m2 • 

Для вычисления гравитационного потенциала необходимо перейти 
в (7) к нерелятивистскому пределу и ограничиться членами порядка 

1 ,......, - (см. [7], стр. 446-455). Тогда (7) можно будет представить в 
с2 

виде 

(8) 

где V - гравитационный потенциал взаимодействия, k=p-p', S1, S2 -
операторы спинов частиц. Операторы спинов можно явно ввести в (7) 
с помощью соотношений 

(ek 1 (aS) (bS) 1 ен) = (еkен) (аЬ) - (ek Ь) (аен), 

(eke~I S1S2 l eнe~) = (еkе~)(е~ен)- (ek~·)(e~e~) , 
где (аЬ) = а: Ьх + а: Ьу + а; bz . 

Переходя к координатному представлению 

V (r) = - 1-s V (k) e-1kr dk , 
(2n)3 

где r = r1 - r2 , получим 

(9) 

(10) 

V(p, q, r) =- Gm:mz [l+ 1 (- 4pq + ~ т2 P2 + ~~q2) ] + 
m1m2c2 2 m1 2 m2 

+ пG!i2 (3+2 ~ -i- 2 m2)б(r) + -G-[3 (S1r)(S2r) - S1S2] + 
с2 , т2 m1 с2г3 г2 

+ ~ nG (4S1S2 - mi S~ - т2 sт) б (r) + ~ {2S2 • [r Х Р} -3 с2 т2 m1 с2rЗ 

- ~ mi S2 [r Х q]} + - 0
-{- 2S1 [r Х q] + 2_ т2 S1 [r Х pJ} + 

2 m2 с2г3 2 т1 

+ _1_ m1 _G_ [ 3 (S2r)
2 

_ S~ J + _1_ т2 _G_ [ 3 (S1r)
2 

_ ST] _ 
2 ~ с2г3 г2 2 m1 с2гз г2 

- _G_ [pq - -
1 

r (гр) qJ . (11) 
2с2г г2 

Сравним этот потенциал с потенциалом из работы [3] для частиц 
спина 1/2. Во-первых, отличными являются контактные члены, правда, 
это несущественно при переходе к классике. Во-вторых, различие з а
ключается в трех последних слагаемых. Два первых из них для спи
норных частиц тождественно равны нулю, но это различие несущест 

венно при решении реальных астрономических задач вследствие их 

малости. Основное отличие содержится в последнем члене. Он появил-

4 ВМУ, № 3, физика, астрономия 305 



ся из-за учета запаздывания гравитационного взаимодействия. Анало
гичный член должен появиться во всех потенциалах [3] при условии, 
если бы авторы учитывали запаздывание. Учет же запаздывания необ
ходим, он дает вклад ,...., 1/с2. Аналогичный член есть, например, в соот
ветствующем выражении в книге Фока {8], (81.01). 

§ 2. Уравнение движения спина 

Получим из квантовой теории уравнение движения спина вращаю
щейся частицы в поле другой вращающейся частицы. Это уравнение 
выводится для среднего значения операторов 

S 'Ф* (r1 , r2) А'Ф (r1 , r2) dr1dr2 = i J 'Ф0 (r1 , r2)[H, AJ 'Ф (r1 , r2) dr1dr2 , 

(12) 

где А - рассматриваемый динамический оператор (точка означает 
дифференцирование по времени), ф (r1, r2) - волновая функция систе
мы, Н - гамильтониан системы: 

Н=К + ЛК +V; ( 13) 

К - оператор кинетической энергии: 

1 1 
к= -- р2 + -- q2' 

2т1 2m2 

ЛК - релятивистская поправка к кинетической энергии: 

1 1 
лк = - -- (р2)2 - -- (q2)2, 

8т3 'с2 8т3 с2 1 2 

V - потенциальная энергия, даваемая формулой ( 11). Предположим, 
что волновые функции описывают непересекающиеся волновые пакеты, 
соответствующие частицам. Тогда в потенциале ( 11) можно опустить 
контактные члены. 

Для упрощения записи не будем явно записывать среднее значение 
операторов. Тогда имеем следующее уравнение для спина : 

S=ifV,S]. (14) 

Используя перестановочные соотношения 

[aS, S] = - i [ах S] , 

[(aS) (bS), S] = - i {(aS) [Ь х S] + [а х S] (bS)}, (15) 

получаем квантовое уравнение 

S1 = [О х S1] + ~ ~ _!!__ (rS1) f r Х S1 ] + [r Х S1] (rS1)], (16) 
2 т1 c2r5 

где О = Оо.с. + Ол.т. ; член Де Ситтера: 0 0 . с.= _о_ {- 2 [r Х q] + 
с2,з 

+ 2. ~ Ir х pJ} член Лензе- Тирринга: Ол.т. = _а_ [3 (Szr)' -s2 J. 2 т1 ' с2,.З ,2 
Переходя к классической механике, получаем уравнение для внутрен

него углового момента частицы 

· т G S1 = [Q х Si] + 3-2 -(rS1 ) [r х S1]. (17) 
т1 c2r6 
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Если пренебречь вторым членом справа, что всегда оправдано для ре
альных астрономических задач, то получаем результат, согласующий
ся с [ 4]. 

§ 3. Уравнение движения центра масс невращающейся частицы 

Получим уравнение движения для центра масс невращающейся 
частицы в поле другой невращающейся частицы. Для этого положим в 
потенциале (11) S1 = S2=0 и рассмотрим уравнение 

(18) 

где Н дается ( 13). 
Заметим, что для полного вывода уравнений движения надо учи

тывать самодействие гравитационного поля. Это даст в уравнениях 
движения 'Члены ,..._, 0 2, но они по-прежнему будут иметь порядок 
,..._, 1/с2 • Таких членов нет в потенциале (11), что и понятно, так как он 
получен из учета одногравитонного обмена. Если учесть радиационные 
поправки к диаграмме одногравитонного обмена, то учет диаграммы 
четвертого порядка дает вклад в потенциал .[9]. 

(]2 
---(т1 + т2)· 

2c2r 2 

Таким образом, этот член необходимо добавить к потенциалу ( 11). 
Теперь можно вычислять ( 18). Учет запаздывания гравитационного 
взаимодействия дает 

- - qs (r), insq + - О - -- - - --п , 1 а п 1 (1) [1 1] а 
2 m2 2 2 , in m1 m2 дr 2 

( 19) 

где 

Все операторы действуют на все величины правее себя. С учетом ра
диационных поправок получаем член ,..., ,0 2 : 

_ 0 2 ( 72 ), i ( 4~ + s;1). 
Вводя обозначения 

Gm2 
ср=--, 

r 

д 
IP,i = -д i ср, 

'1 

(20) 

получаем окончательное выражение для квантового уравнения движения 

центра масс частицы : 

·· i + s s 2 [ s i i s] 3 s s 
Г1=1Р,i V11j),iV1- V11P,sV1+v1<p,sV1 + тv2<p,1V2-

2 r s s + s s] + 2 [ s i i s] 3 I i s - iV1<p,iV2 V2 1P,iV1 V11j) , sV2+ V2<p, s V1 +т V1<p,sV2 + 

+ 
s i ] 2 [ s i + i s] 1 п s 

V2 IP,sVt - V2C/),sV2 V21P,sV2 + 2V2Г,insV2-

-Gcp,i ( 4~2 + 5~1 ) · (21) 
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Выражение (21) согласуется с результатом работы [2], если пере
группировать некоторые члены. Если от выражения (21) перейти к 
классической механике, то получим уравнение движения, совпадающее 
с результатом Инфельда [ 10] . 

Автор выражает благодарность Ю. С. Владимирову и Д. Д. Ива
ненко за многочисленные дискуссии. 
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