
Здесь с - постоянная, зависящая от длины столба и самопоглощения, п0 - концен-
1'рация атомов в нормаль'Ном состоянии, п. - концентрация ЭJiектронов, Vo1t и Q0" (v)
потенциал и оптическая функция прямого возбуждения линии (2-4]. Считаем, что п0 
посrоянна по сечению разряда. 

Полученное удовлетворительное совпадение (рис. 3) экспеuJИментальных и расчет
ных кривых радиального распределения интенсивностей линий HeI и ArI позволяет 
сделать вывод, что при выбранных интервалах давлений газов при разрядных токах 
порядка 30 Ata основным механизмом возбуждения энергетических уровней следует 
считать прямое электронное возбуждение. Совпадение эксперимента и расчета для 
магния, кроме того, подтверждает правильность предположения о равномеjрном рас

пределении нормальных ·атомов магния по сечению разряда. 
Мы благодарны И. С. Алексахину з а любезно предоставленные сечения возбуж

дения магния . 
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НЕЛИНЕЙНО-ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ДЕЛЕНИЕ ЧАСТОТЫ 

В БОЛЬШОЕ ЧИСЛО РАЗ 

В пассивной нелинейной резонансной системе, находящейся под внешним воз
w 

действием частоты w, возможно установление колебаний на частоте -, m» 1, если 
т 

интенсивность внешнего воздействия зависит от движения в системе. 
Движения в такой системе могут быть записаны уравнением 

х + 2б (х) х+ Q~ [1 - у (х)] х = Р(х, x)coswt, (1) 

• 2 
где б(х), у(х) - малые величины и б(х) >0. Если, в частности, Р(х, х) =ЛQ 0х, то 
(1) превращается в уравнение простейшей параметрической системы, в которой, как 
известно, могут возбуждаться колебания в первой, второй и т. д. областях неустой-

w 
чивости, соответственно при Q0 ~ 2' w и т. д. Причем с IРОстом номера области 

неустойчивости условия возбуждения быстро становятся трудно реализуемыми. При 

других видах зависимости Р (х, ~) возможно установление колебаний на различных 
комбинационных частотах и, в частности, на частоте Q == Q0, 
когда 

(при целом т ~ 1). (2) 

Перепишем (1) в виде: 

x+Q2x= (Q2 -(.фх-2б(х)х+Q~у(х)х+Р(х. x)coswt (1 ') 

и будем искать квазитармоническое решение: 

х = asin Ш- Ь cos Qt .... Asiп (Qt- q>). 

А= у а2 + ьз. (3) 
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Медленно изменяющиеся амплитуда А (t) и фаза q> (t) колебаний (3) определяются уко
роченными уравнениями 

dA _ б(А)А+ Р1 (А, q>)cosq>+P2 (A, q>)siпq> 
dt - - 2Q • (4) 

Q2 Q2 -
dq> = - о у(А) Р2 (А, q>)cosq>-P1 (A, q>)siпq> 

dt 2Q +2Q + 2QA 

В ( 4) величины б (А), у (А) представляют собой усредненные по частоте Q нелинейные 
параметры уравнения (1), а 

Р1 (А, q>)=P(x, ~)coswtcosQt, 

Р2 (А, q>) = Р (х, х) cos wt siп Qt 

являются амплитудами компонентов внешнего воздействия на частоте Q 

(5) 

(6) 

Предположим, что внешнее воздействие (6) имеет кратковременны~"! характер и 
совершается вблизи положения равновесия (х=О). Пусть 

Р (х, х) = Р0 [<10 (х + Лх)- <r0 (х - Лх), (Л~/А) « 1. (7) 

В этом случае Р1 и Р2 легко определяются и имеют виц 

2Р0 Лх 
Р1 = cos q> -- cos mq> siп т --, , 

nт А 

2Р0 Л х 
Р2 = siп q>-- cos mq> siп т -- , 

nт А 
(8) 

где т - нечетное. 

Подставляя (8) в (4), получим 

dA = - б (А) А + р (А, q>) 
dt 2Q • 

Q2-Q~ 1 --
2Q + 2Q у (А), 

dq> 
--= (9) 
dt 

где 

2Р0 Лх 
Р (А, q>) = --cos mq>siп т -- . 

ntn А 

Сила Р (А, q>) в первом уравнении (9) резко зависит от А и q>. Эта зависимость 
обеспечивает амплитудную устойчивость и при чисто линейном затухании, когда 

б (А)= б. (10) 

Мы видим, что нелинейность затухания не играет принципиальной роли в механизме 
установления колебаний на частоте <р= (w/m). В то же время ~реактивная нелиней-

ность у(А), представляющая неизохронность свободных колебаний, обеспечивает уста
новление колебаний. 

Малая реактивная нелинейность может быть аппроксимирована известным вы· 
ражением 

у (х) := ух2 • 

Учтя это, подставив (10) в (9) и положив расстройку равной 

Q2-Q~ 
2Q := Q - Qo = - ЛQ, 
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11реобразуем (9) к виду 

dA Р Ах -- = - бА + -- cos mq>sin т --
dt nтQ А ' 

dq> 3 Q6 
dt= - ЛQ +4 2Q уА2. 

На рис. 1 приведены графики, определяю-
щие стационарные амплитуды при различ- оА 

ных значениях угла q>. В случае большого 
затухания (гипербола а на рис. 1) имеет 
место многозначность устойчивых амплитуд 
!устойчивые амплитуды отмечены кружка-
ми, неустойчивые - крестиками), при ма-

.лом затухании (гипербола 6) только пер-

.вая устойчивая амплитуда практически 
,реа.~изуема, остальные устойчивые ампли
туды близки по величине к соседним не
устойчивым. Заметим, что малые изменения 
номера деления при m» 1 слабо сказыва
ются на графиках рис. 1, т. е. значения 
амплитуд для соседних номеров деления 

частоты мало различаются, если значение 

Рис. 1 

(12) 

J[ 
!p=

Jm 

q> остается фиксированным. Изменяя q>, из графика рис. 1 можно определить зависи· 
масть стационарной амплитуды А=Аср от фазы, хаrрактер этой зависимости показан на 

.рис . 2. Амплитуда АФ теряет устойчивость при ее некотором значении Аср, = Amin. 
соответствующем фазе q> 1 < {n/2m), когда пересечение гиперболы с синусоидой вырож-

А 'Р 

Amin ЛО.т-2 
1 Л.52т 
1 ЛЯ.т.2 
1 

_:fI -mrp, о mrp, л mrp 
2 г 

Рис. 2 

!Jr 
(["\ 

1 '\ 

о 
а 

ЛSl.111-2 
L\J2" 
ЛSl.m,z 

mrp -п 

Рис. 3 

1!Р.. 
dt 

дается в каса11ие. Для первой возможной амплитуды это имеет место при m(Лх/А}, 
неколько превышающем n/2. Построив график второго уравнения ( 12) и используя 
зависимость рис. 2: 

dq> 3 R5 2 
- = f (m) = - ЛQ + - -- уА dt '1' 4 2Q ер• 

.можно определить стационарные фазы q>o при f (q>o) =0, устойчивые, если (1] 

__!!___ (-5!5t) <О 
dq> dt ср=ср. . 

Для заданных т, Q и Ь, при подходящем выб'd;е Ро и ЛQ, можно получить одно

частотный режим деления. Для этого график d~ = f (q>) должен иметь хаrрактер 
рис . 3, а, на котором кривая Аср пересекается только одним уровнем расстройки . 

В других случаях возможны несколько устойчивых амплитуд, соответствующих раз
ным, близлежащим номерам деления, что показано на рис. 3, 6. 

При известных параметрах системы ( 1), пользуясь ( 1 О), можно рассчитать 
детали режима деления . В частности, для обеспечения одночастотного режима деле
ния частоты должно удовлетворяться неравенство 
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16 1 
ЛАА <--

т 3 ym ' (13) 

где Ат - ампЛJИтуда, обеспе'Чивающая деление в т раз, а ЛА ·- разность между 
максимальной и ми11имальной вели,чинами А<Р (рис. 2). Например, у маятника у= 1/& 
и, следовательно, одночастотный режим будет при ЛА ·А <32/m, т. е . при делении 
частоты, скажем, в 101 раз и лри размахе колебаний маятника А= 1 радиан одно
частотный режим будет обеспечен, если ЛА не превышает одной трети. В этом случае· 
будут жестко устанавливаться колебания только с одним номером деления. 

Итак, отметим основные особенности рассмо11ренного деления частоты в большое 
число раз. Во-первых, это независимость амплитуды колебаний от интенсивности 
внешней силы или добротности системы, при их изменении в широких пределах выше
некоторой величины, обеспечивающей возбуждение колебаний. Фаза низкочастотных_ 
колебаний может изменяться только на малую величину, менее n/2m. Во-вторых , это 
возможность получить режим деления как одночастотный, так и для нескольких близ
лежащих частот, при различных амплитудах. В-третьих, при делении частоты воз
можно также превращение частотной модуляции в амплитудную, если модуляциw 
достаточно медленна по сравнению с установлением колебаний . 

Наблюдавшиеся в физ.ической лаборатории Владимирского государственного 
педагогического института {2] стационарные колебания в резонансных электромеха
нических системах имеют, по нашему мнению, рассмотренную здесь природу_ 
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О РОЛИ ТИПА СИММЕТРИИ ВОЛНОВОЙ ФУНКЦИИ 

ПРИМЕСНОГО ЭЛЕКТРОНА 

Сравнение теоретических расчетов с экспериментальными данными {1, 2] показало, 
что короткодействующий потенциал вблизи глубокого центра значительно изменяет 
волновую функцию примесного электрона. Существующие расчеты сечения фотоиони

~ 
6.по1 

0,5 

o......__,,.L..L2~--'J~~4'--~~5~-h~W 

л 

зации глубоких центров выполнены для сфери
чески симме'J1Ричных волновых функций s-типа. 
Такой подход наверняка справедлив для водо
родоподобных примесей, когда имеется элек
трон, не участвующий в образовании кова
лентной связи, с радиусом локализации, зна
чительно превышающим постоянную решетки а0• 
Для большинства глубоких примесей ради
ус локализации электрона составляет 1-7-2 ао. 
На таких расстояниях от центра потенциал не 
обладает сферической симметрией и в волновой 
функции примесного элекТJрона появляются 
гармоники с l=i=O. Кроме того, необходимо 
принимать во внимание электронную ·структу

ру ионов примеси. Так, у примесных центров 
переходных металлов оптически активны 

d-электроны. В работе [3] было вычислено сечение фотоионизации таких центров в 
пренебрежении изменением волновых функций IJiРИМесных электронов короткодействую
щим потенциалом. 

В настоящей заметке раосматр,ивается влияние симметрии волновой функции при
месного электрона, взятой с учетом короткодействующего потенциала на вид спектра 
фотоионизации . Интересуясь лишь эффектами симметрии, рассмотрим случай фото-
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