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ПО НАЧАЛЬНЫМ ДАННЫМ 

В ранней работе автора 1 были рассмотрены промежуточные орбиты искусствен· 
ных спутников Луны, основанные на несимметричном варианте задачи двух неподвиж· 
ных центров . Исходя из результатов этой работы, в данной статье для начального 
момента времени по известному положению спутника и трех проекций его скорости 
выводятся все формулы, позволяющие определить элементы промежуточной орбиты 
искусственных спутников Луны . 

§ 1. Постановка задачи 

Будем рассматривать промежуточную орбиту искусственного спут
ника Луны, основанную на несимметричном варианте задачи двух 
неподвижных центров. В прямоугольной луноцентрической селеноэква
ториальной системе координат уравнения, определяющие промежуточное 
движение спутника, имеют следующий вид: 

дW д2у дW 
--=-- (1) 

d2z дW 

дх ' дt2 ду ' dt2 дz 

где 
00 

w = '7 { 1 + ~ !~ ( ~ )k pk (--; )}' 
k=2 

а 

!~ = _1 (-c- )k (l - y)2 [(l -y)k-1 + (- l)k (1 + y)k-1]. 
2 'о 

Здесь f - постоянная тяготения, т и r 0 - масса и средний экватори

альный рад'иус Луны, Р11. (--;) - полином Лежандра k-го порядка, с и 
у - некоторые постоянные, равные с= 92,076 км, у=-1,036, и 

r= V xz+ y2+z2 - луноцентрический радиус-вектор искусственного спут
ника Луны. 

1 См. Г . Г . К ом ан. Промежуточные орбиты искусственных спутников Луны. 
«Сообщения ГАИШ», № 186, 3-45, 1973. 

В дальнейшем в этой статье будем упоминать только данную работу. 
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Заметим, что уравнения (1) полностью учитывают влияние второй 
и третьей зон.альных гармоник потенциала притяжения Луны. 

В указанной работе автора уравнения ( 1) были проинтегрированы 
и получены все формулы, выражающие координаты спутника как функ
ции времени и шести постоянных интегрирования. В данной статье по
кажем, что, зная для начального момента времени (t = t0 ) положение 
спутника и три проекции его скорости, можно вывести все формулы, 
позволяющие находить элементы орбиты . 

Пусть переход от координат х, у, z к координатам s, Т] и w дается 
формулами 

х = V<s2 -c2
) (l -ri2

) cosw, и =: V<s2 
- с2) (1 -ТJ2) siп w, 

z = -су + sri. (2) 

Тогда для уравнений ( 1) имеем три первых интеграла, которые можно 
записать в виде 

/2~2 = 2h s4 + 2fm ;з - (с~+ 2hc2) s2 - 1fmc2s + с2 (с~ - с~) , (3) 

12~2 = 2hc2ri4 - 2fmcyr1з - (с~+ 2hc2) 1]2 + 2fmcyri + с~ - с~ , (4) 

и интеграл энергии 

W = ___ с~з __ _ 
~2 - с2) (1 - Т}2) ' 

v2 = 2fm (~ + суТ}) + 2h. 
~2 _ с2Т}2 

(5) 

(6) 

Здесь через h, с2, с3 обозначены произвольные постоянные интегри
рования. Вместо них введем более удобные и имеющие наглядный гео
метрический смысл элементы а, е, s. Связь между постоянными h, с2, Сз 
и а, е, s дается формулами 

а = - А { 1 + е2 ( 1 - е2) ( 1 - s2) + e's2 ( 1 - е2) (3 + е2) ( 1 - s2) + 
2h 

+ e4y2 (l-e2)(1-s2)(1-7s2)}, (7) 

с~= fma(1-e2
) {1-2е2 (1 + е2) (l -s2) + е' (l-s2) [(1-6s2)-

- 2е2 (1 + 4s2) + е4 (l -2s2)]-2e4y2 (1 + е2) (l -s2) (1-7s2)}, (8) 

с~ = fma ( 1 - е2) ( 1 - s2) { 1 - е2 (2 - 3s2 + 2е2 - e2s2) + е2у2 ( 1 - 7s2) + 
+ е' ( 1 - s2) I ( 1 - 5s2) - 2е2 ( 1 + 5s2) + е4 ( 1 - s2) 1 + 

+ е'у2 (1- е) ( 1- 17s2 + 22s') - б4у' (2- 19s2 + 7s4)}, (9) 

с 
где параметр е определяется равенством е = . 

а (l -e2) 

Для определения координат спутника вместо формулы (2) удобно 
пользоваться аналогичными формулами, полученными в указанной моей 
работе: 

х = p(cos<pcos Q-asiп<psiпQ-~siпQ), 

у= р (cos q; siп Q +а siп <р cos Q + ~ cos Q), 

z = - су + р' (s + s siп <р), 

(10) 
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rде 

р' = --~--
1 + d sin qJ 

s = а [(1-её) +_(e-e)cos'IJJ , 

1 +ecos'IJ 
(11) 

s = sin i, а = cos i {1 + 2 e4y2s2 ( 1 - s2) ( 1 - е2) - 2e4y4s2 ( 1 - 2s2)}. ( 12) 

Для дальнейших расчетов воспользуемся формулами из указанной 
работы автора : (109), (101), (102), (197), (180), (182), (183) и (184). 

§ 2. Определение элементов а, е, s и п0 

Введем следующие обозначения: 

,.2 = х2 + у2 + (zcy)2, у2 = )с2 + i/ + z2, 

, ··
2 = хх + уу + (z + су) i, / = s2 - С2Т] 2 . 

(13) 

Тогда из уравнений (2), учитывая, что в реальном движении s2 > с2 , и 
используя (13), находим 

s·= ,*2+с2 {1 +- --fl- 4c2(z+cy)2 }· 
2 . V (r*2 + с2)2 

z +су у 
Т] = ~, tgw = -:;· 

Здесь 

sgп cos w =---= sgn х. 

Продифференцировав по ~р~ме_ни формулы (2) и разрешив по.11у

ченные формулы относительно ~. ч. w, найдем 

. . 
. ху-ух Ji: •• t 2 • 

w = (~2-с2) (l -rt2) ' ·"' = r .,,-с Т]Z, 

1~ = is-ri ," _ 
Из интегралов (4), (5) , (6) и равенства (14) определяем 

2h = v2 - 21 т <~ + cvri> , 
1 

с~ = ( 1 - 112)-1 (с~+ 12rj2) + 2hc2ri2 - 2fmcyri, 
. . 

С8 = ху-ух, 

а затем из формул (7), (8) и (9) найдем 

а = а0 { 1 + е2 ( 1 - е2 ) ( 1 - s2) + e4s2 ( 1 - е2) (3 + е2) ( 1 - s2) + 

(14) 

+ е4у2 (1- е2) (l -s2) (1- 7s2)}, (15) 

. ~ - е2 = ( 1 - е~) { 1 + е2 ( 1 + 3е2 ) ( 1 - s2) + 2е4 ( 1 - s2
) [ 1 + е2 ( 4 + 2s2) + 

+ е4 (3-2s2)] + е4у2 (1+3е2) (l -s2
) (1-7s2)}, (16) 
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где 

l - s2 = ( 1 - s6) { 1 - e2s2 ( l - е2) - е2у2 
( 1 - 7s2

) -

- e4s2 (l - е2) (3 - 4s2 + е2) - е4у2 [(5- 5ls2 + 64s4) + 
+ е2 (3- l3s2 - 8s4)] + е4у4 (3- 33s2 + 56s4)], 

fm 2 2c~h 
а - --- ео - 1 +---

0 - 2h ' - (jm)2 ' 

с?. 

s6 = 1- - 3
- . 

с2 
2 

Наконец, для постоянной п0 из формулы (7) получаем 

n = , f (- 2h)S • 
о V (jm)2 

(17) 

( 18) 

Уравнения (l 6)- (l 8) следует решать численно методом последо
вательных приближений, принимая за нулевое приближение для а, е, s 
величины ао , ео, so. 

§ 3. Определение элементов ffio, Qo, Мо 

Обозначим 

-
q = 

Т] - s 
s -f]d 

(19) 

тогда из (109) следует 

sincp = q. 

Продифференцировав по времени формулу ( 109) и используя ( 19), найдем 

(s- sd) ~ / 
cos <р = ----'----::-';:===;::=-

Положим 

q• = 

тогда из ( 11) получаем 

0' 1 (s -1)-d)2 V1 ,- k~ q2 

а (1 - её)-; 

~ё-а (ё-[е) 

COS '\J = q•. (20) 

Если продифференцировать по времени формулу (l l) и использовать 
(101) и (20), то найдем 

. .,, ае (1 - е2) ~ / 
SlП 'У = --::---::=--__,;_-:--;:':::::::~=:=:=:::-

0'2 r;e - а (е - е)] 2 v 1 - k~ (1 - q* 2
) 

Зная ер и ~. из равенства (102), легко находим 

k2 k2 . 
ffi0 = <р - -

1
- ( l + - 1

-) • sin 2<р + - 3
- k1 · sin 4<р -

8 2 256 

[ 
k2 ( k2 

- (l + v) 1\J- - 2
- 1 + - 2

-) siп 2•'' + - 3
- k~ siп 4•'']. 8 2 'У. 256 'у, 

459 



Обозначим 
• р (у cos qi - а ·Х sin qi - ~х) 

р = . 
х2 + у2 

Тогда из уравнений (10) найдем 

sinQ = р*, 

cos Q = р (х cos qi - ау sin qi + ~у) 
х2 + у2 

Теперь мы можем определить 

Q0 = Q-µ'lj>-µ 1 sin 'lj>-µ 2 sin 2'\j>- µ3 sin З'lj>

- µ4 sin 4'\j>- i11 cos0- µ2 sin 20, 

где 0 дается формулой (184). 
Найдем последний элемент М0• Для этого сначала определяем из 

равенства (180). 

Е = 2 Arctg ( 1 / 1 
- ё · tg _.!..) . 

11 1 +е 2 , 

затем по формуле (182) находим Ми наконец из (184) имеем 

M0 = M-n0 (t-t0). 

Заметим, что Е и ф лежат в одной четверти. 

§ 4. Окончательные формулы 

Пусть для момента времени t=io даны: 

х = Хо, у= Уо• z = Zo. 

Приведем для этого случая все формулы, необходимые для вычисления 
элементов орбиты . 

Предварительно находим 

.2 2 2 2 . 2 • 2 . 2 
Го = Хо + Уо + (z0 + С'\') 2 , Vo = Хо+ Уо + Zo. 
•• • • • 2 2 2 

Го = x0 x0 + y0 y0 + (z0 + c'Y)z0 , 10 = ~o-C'l'\o. 

Определение элементов а, е, s, n0 • Находим ~. 110 , ro0 , ~. 

Zo + су 
ТJо = , 

~о 

lo ~ -=--= , Г~·~о - С2ТJ0 io, 

lo ~о = Zo~o - ТJо г~· • 

t Уо gwo = - , 
х о 

. . 
Хо Уо- Уо Jo 

Wo = ------
(~6 - с2) (1 -- '\"\~ 

При этом 

~6 > с·2 , sgn cos w0 = sgn х0 • 
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Затем определяем h, с~ , с3 : 

2h = V6 - 2fm (~0 + СУТJ0) Го', 
с~= (1- 116)-1 (с~+ /~:~6) + 2hc2116- 2/тсуТ)0 , 

Далее, находим 

2 2с~ h 
е0 - 1._j_ ---

" (fm)2 

2 
2 С3 

So = 1--. 
~ 

f m 
ао = -2h, 

Если разрешить уравнения (15)- (17) методом последовательных прибли· 
жений, найдем 

где 

а = а0 { 1 + е~ ( 1 - е6) ( 1 - s6) - еб ( 1 - е6) ( 1 - s~) Х 

Х [(3 - 5s6) + е6 (1- 3s~)]}, 

1 - е2 = ( 1 - е6) { 1 + е6 ( 1 + 3е6) ( 1 - s6) - еб ( 1 - s6) [ (5 - 6s6) + 
+ е6 ( 14- 24s6) - е6 (3 + 2s6)]}, 

1 - s2 = ( 1 - s6) { 1 - е6 s6 ( 1 - е6) - е6у2 ( 1 - 7 s6) -

- еб s6 ( 1 - е6) 2 ( 1 - 2s6) - 2е6у2 ( 1 - е6) ( 1 - 17 s6 + 25s6) + 
+ e~y4 (10-79s6+ 105s6)}, 

с 
Ео = ----

ао (l - е6) 

Элемент n0 определяем по формуле 

n0 =V ~ 
Определение элементов ro0 , Q0 , М0 • Находим q0 , q~ 

-
110-S 

qo = d, 
s - rio 

• а (1 - её) ··-~о 
qo = - - . 

~0е- а(е- е) 

Затем вычисляем <р0 и 'Фо 

(s- s d) ~010 cos <р0 = ----~~::::::::;:::::=-

<11 <s - 110 d)2 V i - kM 
ае (1 - ё2) ~о 10

1 
siп 'Фо = ---------;::::::::==:======-

<12 [~0 е - а (е - e)J2V1 - k~ (l - q*2
) ' 

При этом 

sgп siп <р0 = sgn q0 , sgп cos 'Фо = sgп q•. 
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Определяем элемент 

k2 k2 
ro = qJ - - 1

- (1 + - 1
-) sin2 qJ +- 3

-kisin4qJ -
о о 8 2 о 256 о 

-(1 + v) ['Фо _ _!1_ (1 + k~ ) sin2'J'0 + - 3
- k~sin4'1\'0 . 

8 2 ~6 

Вычисляем р~ и 80 : 

• Ро (Уо cos <i'o - ахо sin <i'o - ~Хо) 
Ро = -'--'---~-----'----'-"-..:....:..:.."--

~ + У6 

80 = (1 + v) 'Фо + ffio· 

Затем находим Q0 : 

р0 (х0 cos <р0 + ау0 sin <р0 + ~ р0) 

х6 + ~ 
При этом 

sgn sin Q0 = sgn р~ 

Определяем элемент Q0 : 

Q0 = Q0 - µ'ljJ0 - µ1 sin 'Фо - µ2 sin 2'tp0 - µ3 sin 3'1jJ0 -

- µ4 sin 4'Фо - µ1 cos 80 - µ2 sin 280 

Наконец, определив Е0 : 

Е0 = 2 Arctg ( V 
1

1 ~; tg ~о ). 

найдем последний элемент 

М0 = Е0 - е• sin Е0 - Л'tр0 + Л.1 sin 'Фо + Л.2 sin 2'tp0 + Х1 cos 00 + 
+ ~ sin 280 + 13 cos 380 + Х°4 sin 480 + 122 sin 2'Ф0 cos 280 • 

Итак, по известным начальным данным мы можем определить все 
элементы промежуточной орбиты . 


