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СПУТНИКОВ ЗЕМЛИ 

Функция тени Ч' представляется в виде ряда по полиномам Лежандра , что по
зволяет достаточно просто выразить эту функцию в зависимости от элементов про
межуточной орбиты спутника. В качестве промежуточной орбиты выбрано решение 
обобщенной задачи двух неподвижных центров, причем за независимую переменную 
принимается истинная аномалия спутника. Для функций наклона Fn ,J 1, от которых 
зависит Ч', выведены рекуррентные соотношения . 

Интерес к изучению влияния светового давления на движени~ 
ИСЗ возник после появления спутников-баллонов с большим отноше
нием «поверхность - масса». В дальнейшем выяснилось, что этот эф
фект необходимо принимать во внимание при определении постоянных, 
характеризующих фигуру Земли, атмосферу и т. п., по движе1шю ИСЗ. 
Изучение возмущений, вызванных световым давлением, не прt'дстяв· 
ляет труда, если не принимать во внимание тень Земли. В общем слу
чае, т. е. с учетом тени, возникают большие трудности, обусловленные 
разрывностью возмущающей силы. Очень интересной оказалась идея 
F. Mello [ 1, 2], предложившего ввести так называемую «функцию 
тени». Эта функция равна единице в том случае, когда спутник осве
щен Солнцем, и нулю в противном случае. Ту же идею использовали 
Р. Lala и L. Sehnal [3-5] при изучении короткопериодических возму
щени й элементов орбиты спутника от светового давления . 

Настоящая работа посвящена изучению функции тени нового вида, 
которая в дальнейшем будет использована для аналитического иссле
дования вышеназванного эффекта. При решении настоящей задачи 
делаются следующие предположения: мощность потока солнечной ра
диации постоянна, а сила светового давления всегда направлена по 

линии Земля -Солнце; орбита Земли круговая; тень цил·индрическая 
с осью, направленной по линии Земля - Солнце; спутник сферический. 
Ошибка от этих предположений по оценке [ 1] составляет около 3 % . 
В настоящей работе вводится еще одно ограничение на эксцентрисите
ты орбит спутников, от которого в дальнейшем мы постараемся осво
бодиться. 
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Постанов1<а задачи 

Рассмотрим прнмпугольную гео:.~ентрическую экваториальную си-... .... 
стему координат Oxyz. r- радиус-вектор спутника, и- единичный век-
тор, направленный по линии Земля - Солнце, 11ротиноположно направ
лению на Солнце. Возмущающее ускорение, действующее на спутник, 

~ ~ 4 
есть р=ри, где р = kP0 - . Здесь А и то - площадь поперечного ce-

mo 
чения и маоса ·спутника, Р0 - постоянная, равная 4,63·1 Q- 5 дин/см2, 
k - коэффициент, характеризующий отражательные свойства ,спутника, 
его численная величина заключена Мt'Жду 1 и 1,44. Силовая функция 
определяется выражением 

R' = pr cos Л., 

где Л. -угол между ос1,ю цилиндра тени и радиусом·Вt'i< горам спутника 

( х !J z ) COS ').. = - - COS (:! + -· S!n 8 COS 8 + - sin (-J S!tl "· , 
г г г 

0 - средняя долгота Сол нца, в - нак;юн экватоrа к эклиптике, х, у, z
прямоугольные координаты спутника. Геометрическая картина пред
ставлена на рис. 1. Орбита спутника пересекает цилиндр Тt'НИ в точках 
Е1 и Е2: 

<р = arcsiп ( --1:::. '). 
г / 

где ro - экваториальный радиус Земли. 
За промежуточную орбиту спутника при-

мем орбиту, по.1учаемую на базе обобщенной "-
задачи двух неподвижных центров . Эта орбита ""- S 
учитывает вторую, третью и часть четвертой 

зональной гаµ моники потенциала Земли [6). 
Представим R' в виде непрерывной функции 
элементов орбиты и независимой переменной, 
в качестве которой выберем истинную анома 
лию спутни ка. Если бы ИСЗ был все время 

(1) 

освещен Солнцем, для определения возмуще- Рис. l. Геометрическая кар-
ний первого порядка промежуточной орбиты тина 
достаточно было бы R' подставить в уралне-
ния возмущенного движения, взятые, например, из [7), и проинтегриро
вап'! в первом приближении эти уравнения. Однако, если спутник какое
то время находится в тени, возмущения будут отличаться от возму
щений , найденных описанным выше способом. Умножим правые части 
уравнений возмущенного движения на функцию тени Ч', которая равна 
J, если спутник освещен Солн цем, и нулю в противном случае: 

da = 2а2 ( дR + дR ) 'У, 
dv дv ди 

_!!!__ = _Е__ { дR + дR _ ( l _ е2) дF } Ч', 
dv е дv ди ди 

- = -- cos i---- Ч' di р ( • дF дF ) 
dv sin i ди дQ ' 

dQ = µ + _Р_ дF Ч' 
dv sin i дi ' 

(2) 
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du _ l + cos i дF ш -- v-р---т. 
dи sin i дi 

"~ R' 
Здесь F = - R, R = - т- ма>С)Са 3емли f~гранитац~ионная nостоян-

~ ~· ' 
ная, р, а, е, i, Q, и-элементы промежуточной орбиты .спутника (и --
аналог аргумента широты), µ, v - постоянные, зависящие 01 элемен
тов промежуточной орбиты, которые хiiрактеризуют изменение Q и и 
за счет нецентральности гравитационного поля Земли . Функцию 
Ч'(соsЛ), заданную в промежутке -l~cosЛ~l, можно разложить в 
ряд по полиномам Лежандра: 

00 

Ч'=Е а"Рп(соsЛ.), (3) 
n=O 

где an определяется известным образом: 
3t 

2п+ 1 s ап = 
2 

Ч' (cos Л) Рп (cos Л) sln ЛdЛ. 

о 

Промежуток [О, л] разбиваем на следующие: [О, ер] и [ер, л]_ В пер
вом интервале Ч' =О, во втором qr = 1. Используя соотношения для по
линомов Лежандра 

(2п + 1) Рп (х) = Р~+1 (х) -Р~-1 (х), Рп (± 1) = 1 - ~ 1) ', 

находим для п > 1 

а для п =О 

1 
ап = - [Рп+I (cos <р)- Рп-1 (cos <р)]. 

2 

1 1 
а0 = 2 + 2 cos <р. 

В нижней полуплоскости картина будет аналогичная_ Разложение (3) 
плохо сходится при Л=О. Чтобы это устранить, преобразуем функцию 
'l' следующим образом: 

00 

Ч' = а0Р0 (cos Л) + + L Рп (cos Л.) Pn+1 (cos ер) -
rt=I 

00 -+ ~ Рп (cos Л) Рп-1 (cos ер). 
n=I 

Заменяя в первой сумме индекс суммирования п на п - 2 и объ
единяя общие члены в обеих суммах, окончательно получаем 

00 

Ч' = + ~ Pn-1 (cos ер) [Pri-2 (cos Л) -Рп (cos Л)], (4) 
n=I 

причем P-n-i (cos Л) =Pn(cos /..)_ При Л=О фунiщия тени, задаваемая 
формулой ( 4), тождественно равна нулю, что соответствует случаю, 
когда спутник находится на оси цилиндра тени. При -ер<Л<ер спут-
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ник не освещается Солнцем и функuия тени равна О, для остальных 
углов л Ч'= 1. 

Р n ( cos«p) как функции истинной анамалии спутника 

Из соотношения ( 1) вытекает, что slJI <р = 50 
( 1 + е cos v). 

а (1 - е2) 

Сохраним в разложении функции cos <р в ряд по степеням эксцентри
ситета члены до е2 включительно и представим эту функцию в виде 

cos <р = А0 - А1е, 
где 

Полиномы Лежандра от cos <р можно разложить в ряд Тейлора в окрест

ности cos <р0 = { 1 - ( ~ )2 и сохранить члены второго порядка отно
сительно е: 

Pn(COS<p) = Рп(СОS<р0)- dPn(COS<jJ) \ • А1е + 
d (cos <jJ) cp=Q>o 

+ _1_ d
2
Pe (cos <jJ) 1 . А~е2 • 

2 d (cos <jJ)2 ср=ср0 

Примем во внимание рекуррентные соотношения для Р n ( cos qJ), 
а также дифференциальное уравнение, которому удовлетворяют поли
номы Лежандра. Окончательно приходим к следующему: 

Рп-1 (cos <р) = d~~i + d?-1 cos v + d~-I cos 2v, 

d?-1 = - пеРп-1 (cos <р0) + у пе Рп (cos <р0), 
1-а2 

dn-1 _ пе2 [1 - а2 (п + 1)] р ( ) пе2 (1- 2а2) 
2 - n-1 COS<p0 ---'---.~1 "--Рп(СОS«р0), 4 (1 - а2) 4 (1 - а2) • 

(5) 

dn-1 р ( ) dn-1 о = п-1 COS <р0 + 2 . 

3 Го Го Т б фф dns-1 десь а = - = . аким о разом, коэ ициенты пропорцио-
Р а (1 - е2) 

нальны е5 , s =О, 1, 2. С помощью рекуррентных соотношений для поли
номов Лежандра легко найти аналогичные формулы для коэффициентов 
d~-1: 

nd?+1 - Vl - а.2 (2п + 1) d? + (п + 1) d?-.
1 = О , 

d~+1 _ е [! + п (1- а2)] d?+1 + е (п + 2) d? = О, 
4 (1 - а2) 4yl -а2 

_,n+I dn+I Yl - а2 v--- +1 ио - 2 - [d7- 1-a2 d? ] = 0. 
(п + 1)еа2 

(6) 
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v• л.· N=IЗ N=26 N=62 

о - 159,32 1,014 1,001 1,000 
30 -129,88 1,029 0,996 0,998 
60 -100,08 1,047 0,988 0, 995 
90 - 70,24 1,068 1,012 0,998 

120 - 40,49 - 0,01 9 -0,030 -0,010 
150 - 11,69 0,002 -0,012 -0,003 
180 20,67 -0,012 0,010 0,002 
210 50,12 -0,035 -0 ,024 -0,010 
240 79 ,92 1,022 1,029 1,012 
270 109,76 0,985 1,006 1,003 
300 139,51 0,979 0,998 1,000 
330 168,31 0,988 1,000 1,000 
360 200,68 1,014 1,001 1,000 

Для начала счета необходимо знать: 

d~ = 1, d~ = d~ = о' 
1 v-- е2а,2 1 еа.2 

d = 1-а.2 - di=-о 4(1-а.2)•1.' -{1 -а.2· 

Р n ( соsЛ) как функции истинной анамалии спутника 

При разложении возмущающей функции в спутниковых задачах 
[8] приводится выражение для Р n ( cos Н) как функции элементов ор
биты спутника и возмущающего тела 

п 

Р ( Н) - \." (2 б ) (n-j)I · ·' п COS - ~ - j,0 (п + J}I Fiп,j,zFLn, j,l' Х 
l.l',j=O 

Х cos [(n-2/) и- (п- 2/') и'+ j (Q- Q')]. (7) 

Здесь бj,о = { ~ ; =1= ~· i и i' - наклоны орбит возмущаемого и возмущаю
щего тел к плоскости экватора, и и и' - аргументы широты, Q и Q' - дол
готы восходящих узлов орбит спутника и возмущающего тела. Коэффи
циенты Fn,j,l сводятся к вычислению гипергеометрических полиномов от 
sin 2 i/2. При i, близком к О или 180°, легко определить порядок малости 
соответствующих коэффициентов Fn,j,l с помощью равенства 

Fn,j,l (i) =О ((sin i/2)1n-j-211 (cos i/2)1n+j-2ll). 

Очевидно, что cosЛ=-cosH, поэтому выражение (7) даст Рп(Л), если. 
положить i' = в, и' = е, Q' = О и добавить множитель (- 1 )n: 

п 

Рп (cos Л) = :L (2- бj,о) (- l)n CJ:'.!..1-1',1'-t,i (i, в) Х 
l,l',j=O 

х cos f(n-21) и- (п- 2/') е + jQ], 

где 

c<n> (' ) (п - j)I 
n-l-l',l'-1,j L, В = (n + j)I Fn,j,l (i) Fn,j,l' (в). 
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Так как функции Fn.i .I связаны с обобщенными функциями Лежандра 

Рf.п-21: 

п ( ")-(V-l)i+n-21-.f (n - j)!(2!)! Х 
Pj,n-21 COS i - - V (п + j)! (2п - 21)1 

(-l)n-E(~i) 2n tJ(n - l)I F . (i) , 
Х (2/)I п. 1 .l 

то для Fn. j,I легко получить следующие рекуррентные соотношения: 

(2п-2/ + 2) F 11+ 1.i ,l = -sln 2 +Fn.i+l.l + (- l)n-i (п + j + 1) sin iFn.i.l +-

+ (п + j) (п + j + 1) cos2 +Fn. i-1 .1 , 

sin i 
Fn+1 . н1.n+1 = (- l)n-i+I (п- j + 1) . Fn+1,j,n+1• (8* 

I + cosi 

F п - l + 1 1 - cos i F 
n+1.п+1,1+1 = l + 1 • 1 + cos i п+1,п+1.z. 

Составив выражение для Рп-2 (cos Л.) и взяв разность Рп-2 (cos Л.) - 
- Рп (соsЛ.), приходим к функции тени Ч' в виде 

N 2 п 

Ч' = -~ + -~ ~ ~ ~ 'лs,о(2-бj,о) (-1)n П~~2l,n-21 ' , i (i , в)d~-I Х 
11=1 S=-2 1,1 ', j=O 

х cos [(п- 2/ + s) v + (п - 2/) (J) (п- 2/') е + jQJ; 

( ) /' = 1, ... п - 1 
Пп~2l.п-21', 1· (i, в) = · О 2 1 = ' . .. n-j 

c~~~1·-2.1·- 1. j - с~~1-1· .1·-1. j t = 1, ... п - 1 

c~'!}.1_1 " 1 ._1.i для остальных значений l, l', j. 

Здесь Лs,о = { 2 5 = О, ffi - аналог аргумента перигея в промежуточном 
1 s=t=O 

движении, N -число сохраняемых членов в (3). 
На рис. 2 изображен график 

функции Ч' в зависимости от вели- Ч1 
чины угла v для q:>=60°, что соот- i. o~--=-""" 1 

ветствует большой полуоси 
1 
1 

~7400 км. Пунктирная кривая от- ~5 
носится к функции Ч', для которой 1 

о....---~9~0~-...... -<"'='-1~в""""'~1 --2~тс:--v=· в (9) N = 13, сплошная кривая со
ответствует N= 26. Таблица пока
зывает поведение Ч'(v) в зависимо- Рис. 2. Поведение функции тени в зави 
сти от числа членов, взятых в фор- симости от истинной аномалии спутника 
муле (9). 

Итак, мы получили Ч' как функцию элементов промежуточной ор 
биты и независимой переменной, за которую приняли истинную ано
малию спутника. Представление функции тени в виде ряда по полино
мам Лежандра аналогично разложению Ч' в ряд Фурье, но удобство 

заключается в том, что можно сразу записать коэффициенты П~_2z,n-21 · .i· 
которые зависят от функций наклона Fn.i,I· 

589 



С помощью полученной функции тени и функции R', выраженной 
через элементы промежуточной орбиты и независимую переменную, 
легко в первом приближении проинтегрировать уравнения (2) и опре
делить возмущение элементов от светового давления. 
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