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Содержатся выражения возмущений первого порядка элементов орбит ИСЗ от 
второй гармоники притяжения Луны, которая считается материальной точкой, движу­
щейся по круговой орбите. В возмущающей функции рассматриваемой задачи сохране­
ны члены до второй степени включительно относительно эксцентриситета орбиты спут­
ника. Выведенные формулы пригодны и для анализа возмущений от Солнца. 

В работе {l ] были получены выражения для возмущений элементов 
орбит, обусловленные притяжением Луны, причем орбита спутника 
принималась близкой к круговой. Были получены вековые и дол1Гопе­
риодические возмущения в рамках указанной задачи, при этом, естест­
венно, полученные формулы для долгопериодических возмущений спра­
ведливы для орбит с малым эксцентриситетом. 

В настоящей работе рассматриваются долгопериодические возму­
щения от второй гармоники притяжения Луны, которая считается ма­
териальной точкой, движущейся по круговой орбите. Однако в возму­
щающей функции задачи сохранены члены, пропорциональные произ­
ведению квадрата эксцентриситета на отношение средних движений 
возмущающего тела и спутника. 

Выведенные формулы для возмущений пригодны для орбит с лю­
бы111и ненулевыми наклонениями и эксцентриситетом O~e<l. 

§ 1. Постановка задачи 

Выберем прямоугольную систему координат Oxyz с началом в 
центре масс Земли так, чтобы плоскость хОу совпадала с плоскостыю 
орбиты возмущающего тела (Луны), а ось Ох была направлена в пе­
ригей орбиты Луны. 

Тогда, разлагая возмущающую функции задачи в абсолютно и рав­
номерно сходящийся ряд по полиномам Лежандра и ограничиваясь 
рассмотрением только второй гармоники, можно написать 

µ ,2 
R =-L - 3 (Зсоs

2 -ф- 1 ), 
2 'L 

{1 ) 
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где 

cos 'Ф = cos и cos (Q - VL) - sln и cos i sln (Q - VL). 

µL = fmL, U = V + ffi, 
f - постоянная тяготения, mL - масса Луны, r, rL - геоцентрические" 
радиусы спутника и Луны, v, vL - истинные аномалии спутника и Лу­
ны, ro - долгота перигея, i - наклонение, Q - долгота восходящего· 
узла орбиты спутника. 

Если вместо cos\jJ в R внести его выражение через кеплеровские: 
элементы спутника и Луны, то R примет вид 

R = -1 
nir2 (3 cos2 i - 1) + ..l.. nir2 {sln 2 i [cos 2 (Q- vL) + cos 2 (v + ro)J + 

8 8 

+ 2 sln4 - cos 2 (v + VL + ro - Q) + 2 cos4 
- cos 2 (v-vL + ro -Q) , (2)' i i } 

2 2 

где 

Если принять невозмущенную истинную аномалию спутника за. 
новую независимую переменную, то уравнения Лагранжа для оскули-. 
рующих эллиптических элементов, пригодные для вычислений возму­
щений первого порядка, примут вид [2]: 

~ - _2 (_!___)2 .33_ 
dv n2a а Ут=е2 дМ0 ' 

_:!!___ = Vт=ё2 с r )2 дR 1 ( r ·)2 дR 
dv п2а2е а дМ0 п2а2е а дw ' 

dw = _ ctg i (_!_)2 дR + _1 _ (_!___)2 дR 
dv п2а2 (1 - е2) а дi п2а2е а де ' (3)• 

..!!!__ = ctg i ( r )2 дR 1 C-ar .)2 дд~ , 
dv п2а2 (1 - е2) а дw п2и2 (1 - е2) sin i •• 

rdQ (-ar )2 ад; ' 
dv п2а2 (1 - е2) sin i • 

dM0 у 1 - е2 с r )2 дR --=- - --
dv п2а2г а де 

2 ( r )2 дR 
п2а JI 1 - е2 -;:; да · 

Здесь а - большая полуось, е - эксцентриситет, п - среднее движе­

ние и Мо - средняя аномалия сnутника в эпоху. 
Время t связано с невозмущенной истинной аномалией следующиы:: 

соотношением : 

• и 
(1 - е2) I• s dv t-'t = -'---

п (1 + ecos v)2 ' 
о 

в котором 't - момент прохождения спутника через перигей. 
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§ 2. Выражение для возмущающей функции 

Для вычисления средних аномалий ИСЗ и Луны на данный мо· 
·мент времени t служат известные формулы 

М=Мо + nt, ML= м~> + nLt, (4) 

где п и nL - среднее аномалистическое движение спутника и Луны, а М0 
и мi_G> - средние аномалии в начальную эпоху. Обозначим отношение сред-
1шх движений nL и п через т: 

nL 
m=-· 

п 

·исключая t из уравнений ( 4), получим ML = М1 + тМ, где положено 

М1 = M1.0J -тМ0 • 
Воспользовавшись уравнением центра и пренебрегая эксцентриситетом 

.орбиты Луны, получим 

( 
3 . 

VL = М1 + т v - 2е sin v + 4 е2 sin 2v + ... ) = 

= М1 + mv- 2ет sin v + ~ е2т sin 2v + e3mf (v), 
4 

·Где f (v) - ограниченная периодическая функция v. 
В работе [1] истинная аномалия Луны vL была представлена в ви­

.Де vL =М 1 + mv и получены соответствующие такому представлению 
-.формулы для возмущений. В настоящей статье в формуле (5) отбро­
шены члены, пропорциональные е3т, а ради краткости изложения в 
'°ыражении возмущающей функции опущены слагаемые, рассмотренные 
в [!]. Тогдu окончательное выражение для возмущающей функции при­
мет в11д 

тде 

R2 = + nтr2em { sin 2 i [ cos (2mv- v + 2а) - cos (2mv + v +- 2а) + 

+ + е (cos 2 (тv + v + а)- cos 2 (mv- v + а))] + 

+ 2 sin4 + [ cos (2mv + v + 2у) - cos (2mv + 3v + 2у) + 

+ f e (cos 2 (тv + 2v + y)-cos 2 (тv + у)) J + 

+ 2 sos" + [ cos (3v-2mv + 2~)- cos (v- 2mv + 2~) + 

+ f е \cos 2 (mv- ~)-cos 2 (mv-2v-S)) J}. (5) 

§ 3. Формулы для возмущений 

В1 .. tчислив соответствующие производные от R2 по элементам и под­
-станин их выражения в уравнения (3), получим систему дифференци-
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альных уравнений движения спутника, в которых правые части явля­
ются функциями истинной аномалии v. 

Воспользовавшись разложением в ряд Фурье выражений вида 

(_Pr )п по кратным истинной аномалии v, будем иметь 

где 

00 (-; J = М~о) + ~ 2M~k) (е) cos kv, 

k=I 

2zt 

м~> (е) = -'-S (1 + е cos v)-11 cos kvdv. 
21t 

о 

Интегрирование системы (3) в предположении, что в правых час­
тях элементы орбиты заменены постоянными величинами, дает возму­
щение первого порядка: 

а= а0 + ба, е = е0 + бе, ... , М0 = 111~ + бМ0 , 

где а0 , е0 , •.• , М~, - постоянные интегрирования, &а, бе, ... , &М0 - воз­
мущения соответствующих элементов. 

При интегрировании системы (3) сохранены периодические возму-
• 21t т 

щения, период которых по v равен - . а кие периодические возму-
т 

щения будут соответствовать тем членам в R2, щ1я которых k = п и в. 
дальнейшем будут называться долгопериодическими возмущениями . 

Окончательные выражения для долгопериодических возмущений от Лу­
ны для всех шести элементов имеют вид: 

где 
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ба=О, 

&е = - +( :1 )2 ( ~ )4т (Ь4ТJ + g4Л) , 

&i = 2._ ~т. ( ~)2 
( L )з [ cos i (Ь4ТJ + g4Л) - Ь4ТJ + g4 ЛJ, 

2 SIП 1 n а 

&w = - cos i · &Q + Е, 
бQ = + ( п~ )2( ~ )3 еТ(Ь2~ + g2w) , 

&М0 = -У1-е2 Е-3( : 1 
)

2
(: )4eT(b4~-g4w), 

Т = Mi1 J - Ml3J + ~ е (Л1i4 > - Mi0», 
8 

Е = + ( ~ )2 ( : )3 (Ь4~ - g4w) { 
1 е е

2 

[ Т + + е (~4 > -Mi
0» ]-

- -' [мi0> -J- м~4 > + 3 (М~0> + м~4» - 4 (М~2> + мi2» + 2 . 

+ + е (3М~3> - М~5> + 2Mi3> - 2Mi
5
> - 2М~1 >)]}, i 

Ь = sln -2 • 

(6) 



i 
g=cos 2 , 11=cos2(mv + y), 

Л = cos 2 (mv- ~), w = sin 2 (mv- ~). 

В выражения для возмущений элементов входят коэффициенты ряда 

Фурье вида M~k> и Mik> (k =О, 1, 2, 3, 4, 5). 
Воспользовавшись рекуррентными формулами для коэффициентов. 

м~>, полученными Е. П. Аксеновым [3), находим 

М~О) = ( 1 + е; )(1 - е2)-'/2, M~l) = -+е ( 1 - е2)-'/,, 

М~2> =-еМ~1 >, М~3>= ;з [4-(l-e2)-'l 2
( 

1
: е4-10е2 + 4)]. 

М~4)= 3
• [15е4-20е2 + 8-8(1-е2)'/,_...О...е6 ], 

е4( \- е2)/' 2 

M~S) = _з_ r(l - е2)-'/1 (35е6 - 140е4 + 168е2 -64) + 8 (8 - е2)], 
2е0 1 

мi0> = ( 1 + + е2) (1 - е2)-''" Mi
1
> = - + е (е2 + 4) ( 1 - е2 )-'1" 

Mi2> = + е2 (1 - e2)-'l2 , Mi3> = -еМ~2>, 

Mi
4

> = е~ [ ( 
3
: е6 - 35е4 -+ 28е2 

- 8) ( 1 - е2)-''• + 8 J, 
Mi5

> = 8 [(l -e2)-''•(~e3 - 35 е + ~-~ + ~)-~]. 
16 2 е ез es е5 

(7} 

Переходя к краткому анализу полученных результатов, следует­
прежде всего отметить простую структуру полученных формул и, сле­

довательно, простоту вычислительного ал~горитма. В рамках рассмат­
риваемой задачи величина возмущений любого sлемента орбиты (кро ­
ме большой полуоси) зависит от величины эксцентриситета. Можно. 

показать (это видно и из формул (7)), что м~> имеет порядок ek. 
Поэтому возмущения эксцентриситета пропорциональны величине­

эксцентриситета орбиты, тогJiа как возмущения наклонения и долготы 
восходящего узла пропорциональны квадрату эксцентриситета. 

Наибольшие возмущения в функции эксцентриситета испытывают 
элементы w и Мо, так как в выражения для возмущений указанных 
элементов входят коэффициенты ряда Фурье нулевого порядка. 

Возмущения элементов i и w существенно зависят также и от ве­
.1ичины наклонения . Если плоскость орбиты спутника перпендикулярна 

плоскости орбиты возмущающего тела, то возмущения указанных эле­
ментов в функции наклонения наименьшие, что не лишено физического 
смысла. 

Если i--+O или i-+n, то возмущения элементов i и w быстро растут~ 
а формула (6) для бi при i=O, n становится непригодной. 

В заключение необходимо отметить, что, приняв плоскость эклип­
тики за основную плоскость отсчета, можно по аналогии написать вы­

ражения для долгопериодических возмущений от Солнца. 
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