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К ТЕОРИИ ИЗЛУЧЕНИЯ ЗАРЯЖЕННОЙ ТОЧЕЧНОЙ 
ЧАСТИЦЕЙ, ДВИЖУЩЕЙСЯ В ПАРАЛЛЕЛЬНЫХ 

ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ И МАГНИТНОМ ПОЛЯХ 

Рассмотрена задача об излучении заряженной точечной частицей, движущейся 
:в па1раллельных постоянных и однородных электрическом и магнитном полях. Найдено 
.аналитическое выражение для полной энергии излучения с учетом поляризационных 
эффектов. Рассмотрен частный случай излучения при движении в постоянном и одно­
родном электрическом поле. 

В настоящей работе рассматривается задача об излучении заря­
женной частицей, движущейся в параллельных электрическом и магнит­
ном полях Eext. и нехt" Считаем, что поля постоянны, однородны и на­

правлены в~оль оси z: Известно, что траектория рассматриваемой ча­
,стицы представляет винтовую линию с монотонно возрастающим 

шагом: Параметрические уравнения движения частицы имеют вид [1]: 

х = ~ sin сР = ___!!!,,о_ sin st 
Р енехt енехt О• 

у = ___!!!,,о_ cos m -- СРо cos "f '1' --t "'О• р енехt енех 
(1) 

g о ( E"Xt - ) . g о zP = - . - ch -- <р - 1 = --(ch t - 1) 
eEext нехt евехt о ' 

(2) 

севехt Eext ~ 
-- t = at = sh-- <р = sh t0 . 

@о неd 
(3) 

Здесь и в дальнейшем е - заряд частицы, р0 - постоянное значение 
nроекции импульса на плоскость ху, 6 0 - энергия частицы в момент 
времени t :!: О, с - скорость света в вакууме, 

севехt 

а= --g;;-· 
нехt 

8=-­
вехt . 

Плотность электриЧеского заряда и тока, обязанного частице, дви­
жущейся· по закону ( 1 )-·(3) ; запишем в виде 

) 

p(r, t)= ·eб(r - rp (t)), j(r, t) = ev(t)o(r~rp(t)), 
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где Тр (t) и v (t) - радиус-вектор и скорость заряженной частицы_ 
Классическая теория синхротронного излучения, соответствующая слу­
чаю вехt .--+О в формулах ( 1 )-(3), изложена, например, в (2]. На основе 
излагаемого ниже метода соответствующая задача решена в {3, 4]. По­
этому в дальнейшем будем предполагать вехt.=1=0. Особенность задачи 
в этом случае состоит в том, что движение частицы оказывается непе-

оо 

риодическим , а величина W = - S (Ej) dr оказывается функцией вре-
-оо 

мени t. Поэтому для нахождения аналитического выражения для пол­
ной энергии излучения мы должны проинтегрировать W (t) по времени t 
ОТ -оо до +оо: 

00 00 00 

G = .\ W (t) dt = - S S (Ej) dr. (4) 
-оо -00-00 

Для определения поля Е (r, t), создаваемого движущимся зарядом, 
воспользуемся методом Фурье (5]: 

Е (r , t) = S J Е (k , ffi) eikr-ioot dkdffi 

и т. д. 

Тогда из уравнений Максвелла мы получим следующую систему 
алгебраических уравнений для определения Фурье-компонентов Е1 (k, ffi) ~ 

Здесь 

1 5 · ( ' t') e-ikr'+ioot' dr'dt'. 
4 з· li r ' 
п l(.t) 

х = ~ = {sin 0 cos <р; sin 0 sin<p; cos 0}. 
k 

(5а) 

При исследовании поляризационных свойств полного излучения мы 
должны считать Фурье-образ E(k, w) электрического поля разложен­
ным вдоль векторов ад (Л. = g, f, h): 

Е (k, w) = Е Ел. (k, w) ад, (5б) 
Л.=g,f,h 

(6) 

О} = {- sin <J>; cos IP; О}, 
(7) 

(x.i + х.~) 1/2} = 

= {- cos 0 cos q>; - cos 0 sin <р; sin 0}. (8) 

а, ~ - вещественные параметры, (aga{) = бgf· Используя формулы (5)-(8) 
Eext 

и вводя обозначение б = Ье- 1 = Ь --, выражение для полной энергии 
нехt 

излучения частицей, движущейся по закону (1) - (3), запишем в виде 
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00 00 

х s dx' s dx (АлЬ2 sin (ех' + 'Ф) sin (ех + 'Ф) + Вл {cos е [Ь cos (ех' + 'Ф) -
-оо -оо 

- ch х'] - sh х'} {cos е [Ь cos (ех + 'Ф) - ch Х] - sh Х} + 
+ Сл {е-1 ~ bsin (ех + 'Ф) {cos е [Ь cos (ех' + 'Ф) -ch x']-sh х'} + 

+ ei~ bsin (ех' + 'Ф) {cos е rь cos (ех + 'Ф)- ch xJ- sh х}}) х 

х ехр {iv [sh х' - sh х] - iu [sin (ех' + 'Ф) - sin (ех + 'Ф)]}, (9) 

А =В,= cos2 a· g ' 

·sin 2а 
А, = Bg = sin2 a; Cg = -С,= --

2
-

В (9) были введены следующие обозначения : 

'Ф =ер - 81'), х = to + 1'), х' = t~ + 1'), 

ch11 = ---, sh11 = -ctge, 
sin е 

(J) sin е 
V = ---

а 

И = vб = prftJ sin 8 
енехt . 

Поnяризационные эффекты при излучении в постоянном 
и однородном электрическом поле 

(10) 

Полагая в (9) внешнее магнитное поле нехt. равным нулю и интег­
рируя по х и х', найдем формулу, позволяющую определить выражение 
для полной энергии излучения частицей в постоянном электрическом 
поле с учетом поляризационных эффектов. В частности, выбирая на­
чальный импульс частицы вдоль оси х, что соответствует уравнениям 
движения 

хР= ~Arsh(at), Ур=О, zp=~(Va2t2 + 1-1), 
а а J 

будем иметь 

\/Jt 

(Rv (v) = 2Kiv (v) е 2 , v = bv cos ер); 
оо оо п: 2п 

G = 5 W (t) dt = ~ Gл = е
2 5 ro2dro (' sin 8 de J dep х 

...;../ (2л:а) 2 С .) 
-оо "-=g, f о о о 

Х ~ [А1Ь2 sin2 epR~ (v) + B"R~z (v) + 2Ь sin ер sin ~CлRv (v) · R~ (v)]. 
).=g,f 

( 11) 

(12) 

Мы получим результат (6], если в ( 12) просуммируем по индек­
су л {7]. 
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Полагая в формуле (12) Ь=О, находим выражение для полноii 
энергии излучения при гиперболическом движении заряженной частицы 
вдоль оси z: 

00 

G= j" Wdt = 
-оо 

2е2 

:пса2 

it 00 

~ Вл S S sin ew2Ki ( (J) s:n 
6 

) d8dw. 
'Л=g, f о о 

(13) 

Излучение при гиперболическом движении полностью линейн°' 
поляризовано, причем Фурье-компонент Е (k, w) электрического поля 
излучения лежит в плоскости, содержащей волновой вектор k и вектор 
скорости заряженной частицы. 

Ограничиваясь только случаем линейных поляризаций (~=О) и: 
полагая в формуле (9) нехt.=О, проинтегрируем ее сначала по w, а за ­
тем по х и х' . Мы получим следующую формулу для углового распре­
деления полной энергии излучения с учетом поляризационных эффек­
тов: 

00 it 2it 

aG = а s W dt = ~ е
2

а
2 r ~ 5 dcp х 

,_ 32с J sin2 е 
-оо о о 

Х "\1 [Ал _ь_2_s_in_2 -'-rp-'-( _l -'-+_4_Ь_2 _cu_s_2 ...:..q>)'- + Вл _ _;l,_З_+:...._4_b2_c_os_2_q>~-J 
~ (1 - Ь 2 cos2 q>)712 (1 - Ь 2 cos2 q>) 5/ 2 • 

Л=g.f 

(14) 

Видим, что интегрирования по е и ер в (14) полностью разделяются _ 
Интегрируя по ер, найдем угловое распределение полной энергии излу­
чения по углу е: 

it 

В [_Ё__ (7 2 + 1) - -
7 F]} r ~ + ~- 8 у 16 J )in2 е . 

о 

(15) 

Здесь 

it/2 

S 
__ d--=--\\; -

yl - Ь 2 sin2 \\; 
о 

и 

it/2 

Е (;, ь) = s Vl-b2 sin2 1jJd1jJ-
o 

полные эллиптические и.нтегралы соответственно 1-го и 2-го рода ,.. 
v2= (1-Ь2)- 1 . Естественным является то, что полная энергия излучения­

рассматриваемого источника за бесконечное время представляет собой 
расходящийся результат. Суммируя в (14), (15) по индексу Л, найдем: 
результаты {8]. 
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Поляризационные эффекты при излучении 
в параллельных полях 

При нехt =f=. О в формуле (9) мы должны провести предварительно раз­
ложение выражений типа e-iusin(ex'+w>, sin (ех' + 'Ф) e-iusln<гx'+IP>~ 
cos (ех' + 'Ф) e-iusln(ex'+IP> в ряды по функциям Бесселя, а затем проинте­
грировать (9) по 'Х и х': 

00 00 :n: 2:n: 

G = s W (t) dt = ~ Gд = е
2 

.(· UJ2dffi s sln 0d0 Г dq> х 
~ (2na)2 с J J 

-оо Л=g,'f О О О 

00 00 

Х L { АдЬ2 L J~ , (и) Rn' (v) e-iv',P, ~ J~ (и) Rn (v) eiv,P + 
д=g. J v'=-oo 'V=-oo 

00 00 

'V'=-oo v=-oo 

00 00 

'V=-oo 'V'=-oo 

~~ 00 

+ bCдeif3 ~· J~, (и) Rn· (v) e-iv',P L Jv (и) R~ (v) eiv,P}. (16} 

v ' =-oo 'V=-oo 

Здесь 
n:n: 00 

Rп (v) = 2К,п (v) е2 = s dxeцvshx-пx>. 
-оо 

f\in(v) - функция Макдональда, fv (и) - функция Бесселя, Rn(v) и 

f v (и) - производные от соответствующих функций по их аргумен­
там, n1=ev. Проинтегрируем в (16) по ф и снимем двойные суммы, ис­
пользуя свойства символа Кронекера. Мы получим формулы для полной 
энергии излучения в параллельных полях с учетом поляризационных 

эффектов: 

00 :n: 00 

G = s w (t) dt_ = ~ Gд = -21t_e;2_c_ L s sin ede s UJ2dUJ х 
-оо J,=g, f д=g.f о о 

00 

х ~ 
,2 2 2 ,2 

{Aдb2Jv (и) Rn (v) + BдJv (и) Rn (v) + 
v=-oo 

+ 2Ь cos ~Сд Jv (и) J~ (и) R 11 (v) R~ (v) }. (17) 

п u 1t 
ри исследовании круговои поляризации мы должны полагать а = 4 , 

1t 
~= -. Из подынтегрального выражения ( 17) видно, что благодаря 

2 

обращению cos ~в ноль при ~ = _..:::. смешанный член, пропорциональ-
2 

ный произведению lv(и)J~(u)R11 (v) R~(v) в формуле (17), при указан-
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ном значении параметра ~ отсутствует. Полагая в ( 17) Ь =0, находим 
формулу ( 13) для полной энергии излучения заряженной частицей при 
гиперболическом движении ее вдоль оси z. 

Важно подчеркнуть, что средняя мощность излучения заряженной 
частицей в рассматриваемых полях, вычисленная по формуле [9] 

т 

Rxx (О) = lim -
1
- 5 \ Х (l) j2 dt, 

Т-+оо 2Т 
(18) 

-т 

оказывается конечной величиной. Особый интерес поэтому представ­
ляет исследование на основе методов обобщеI;Iного гармонического ана­
лиза {9-11] спектральной плотности мощности излучения. 

В соответствии с [1] изложенная теория применима при условии 

F т6с4 ----«--
е3 

(19) 
v2 

1--
с2 

где F - порядок величины внешнего поля в лабораторной системе от­
счета, в которой частица с массой покоя т0 движется со скоростью v. 

т6сз 
Причем при полях F,......., ---

1ie . ' 
т. е. когда llffiF,....., т0с2 (ffiF = _!!__), 

т0с 

классическая электродинамика становится 

квантовых эффектов. 
неприменимой вследствие 

В заключение отметим, что целью настоящей работы является от­
работка методики для решения более реалистической задачи (см. так­
же (12]), учитывающей, с одной стороны, действие на частицу силы 
радиационного трения, а с другой стороны, тот факт, что поля в дей­
ствительности всегда занимают конечную область в пространстве. Учет 
последнего обстоятельства важен, так как известно, что в случае гипер­
болического движения сила радиационного трения равна нулю. 
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