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УРАВНЕНИЯ ВОЗМУЩЕННОГО ВРАЩАТЕЛЬНОГО
ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА ОТНОСИТЕЛЬНО

ЦЕНТРА МАСС

Методом Гамильтона — Якоби выводятся уравнения в элементах, описывающие
возмущенное вращательное движение твердого тела относительно центра масс. З а
невозмущенное принимается свободное вращательное движение динамически-симмет-
ричного твердого тела.

Рассмотрим возмущенное движение произвольного по динамиче-
ской структуре твердого тела М относительно центра масс.

Пусть OXYZ — прямоугольная система декартовых координат с 
началом в центре инерции тела М и с осями постоянной ориентации;
в пространстве; Oxyz— подвижная система координат, оси которой:
направлены по главным центральным осям инерции тела М; OL\h 2L—
система координат, связанная с вектором L кинетического момента
вращательного движения тела М, ось OL направлена вдоль L, ось.
OLy расположена в плоскости OLZ и образует тупой угол с осью Z,.
ось ОЬ2 дополняет систему до правой.

За обобщенные координаты, определяющие состояние вращатель-
ного движения рассматриваемого тела, примем углы Эйлера ф, 6, tp;.

—угол прецессии, измеряемый между линией пересечения плоско-
стей Оху, OXY и ось ОХ, 0 — угол нутации, измеряемый между осями:
OZ и Oz, ф — угол собственного вращения, измеряемый между линией;
пересечения плоскостей Оху, OXY и осью Ох. 

В дальнейшем будут использоваться величины р и а, определяющие
взаимную ориентацию осей систем координат OXYZ и OL\L2L, р — 
угол, измеряемый между вектором L и осью OZ, 0 — угол, отсчиты-
ваемый между осью ОХ до проекции вектора L на плоскость OXY, и
углы Эйлера ф, 8, ср, определяющие взаимную ориентацию осей систем
координат OLiL2L И Oxyz, Г|Э — угол процессии, измеряемый между
осью OLi и линией пересечения плоскостей^ OLxL2, Оху, 0 — угол ну-
тации, измеряемый между осями Oz и OL, ф — угол собственного вра-
щения, измеряемый между линией пересечения плоскостей OL\L2, Оху
и осью Ох. 
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§ 1. Постановка задачи

Если А, В, С —главные центральные моменты инерции тела Л1,
то кинетическая энергия вращательного движения представится фор-
мулой,

Т = -~ (Ар2 + Bq2 + Сг2},

где р, q, г — проекции угловой скорости вращения на оси собственной:
системы координат. Эти величины связаны с углами ip, 0, ср уравне-
ниями Эйлера

р = sin 0 sin фгр + cos ф0,

q = cos ф sin 0ip — sin Ф0,

r = cos 0 гр -}- ф-

Пусть в рассматриваемой задаче о вращательном движении твер-
дого тела относительно центра масс дан а возмущающая, функция Rr
определенным образом зависящая от углов гр, 0, ф и. времени

R = 0, Ф, t).

Принимая за канонические переменные координаты яр, 0, <р и опре-
деляя сопряженные им канонические импульсы Ч*", @, Ф формулами

^ = Ар sin ф sin 0 + Bq cos ф sin 0 + Cr cos 0,

© = Ap cos ф — Bq s in Ф,

Ф = Cr,

составим характеристическую функцию задачи

Н = [ ( y _ ф cos 0) sin ф + © cos ф ski 0]2 +
2A

+ COSee29 [ (¥ — Ф cos 0) cos ф — © sin ф sin 0]2 -f- —!— Ф2 — /? (-ф, 0, q>, f).
2 В 2 С 

Дл я вывода уравнений вращательного движения : твердого тела
относительно центра масс пользуются методом Гамильтона—Якоби[1].
Д л я этого представим характеристическую функцию Н в виде суммы
двух частей, полагая

Я = Я 0 + Я 1 ,
где

1
Я 0 2 А sin11 ( ¥ — Ф cos 0)2 + в 2

2 С 

есть основная часть характеристической функции, представляющая
собой гамильтониан задачи о невозмущенном движении, а функция

связана с возмущающей функцией R соотношением

— Я х = i _ j cosec2 0 [ ( ¥ — Ф cos 0) cos ф — © sin ф sin 0]2 + R.

Заметим, что функция H 0 является гамильтонианом задачи о сво-
бодном вращательном движении твердого тела, обладающего дина-
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мической симметрией, с главными центральными моментами инерции
А=ВФС.

Таким образом, если мы построим методом Гамильтона — Якоби
общее решение задачи о невозмущенном движении, то метод измене-
ния произвольных постоянных позволит описать вращательное движе-
ние тела М относительно центра масс формулами нёвозмущенного
движения, в которых произвольные постоянные будут некоторыми
функциями времени, определяемыми соответствующей системой кано-
нических уравнений.

§ 2. Невозмущенное движение

Для интегрирования задали о невозмущенном движении составим
соответствующее уравнение Гамильтона — Якоби:

ds
dt 2 А 

dS_ dS
фоэ + dS_\2

dQ 2 С 
dS
дер

0. (1)

Поскольку гамильтониан ёадачи о свободном вращательном дви-
жении динамически-симметричного твердого тела не зависит от пере-
менных t, oj), ф, то решение уравнения (1) удается построить методом
разделения переменных. Полней интеграл уравнения в частных произ-
водных, содержащий .три произвольных постоянных, имеет вид

5 = - а / + + а3Ф + J ]/Т (0) dQ,

где

Т (8) = 2Ааг
А 2 
С 3

(а2 — а3 cos б)2

sin2 9

При помощи общей теории Гамильтона — Якоби мы можем напи-
сать общий интеграл

I
dQ

м

* + РьУтщ ' 
а2 — а3 cos 0 dQ = р2,

А , ! сц 4-
С!

sin*5 0
(eta — а3 cos 6) cos 9

sin2 9

(2 )

dQ

0 =--КГ(0), Ф 

В формулах (2) pi, Рз сопряженные произвольные постоянные.
Осуществляя необходимые преобразования, разрешим уравнения (2)

относительно канонических пеЬеменных. В результате общее решение
задачи о невозмущенном движении запишется в следующем виде:

cos 0 = V-Ai

2(\|) — р2) = arcsin

26

2ц, (1 +cos 6)(-14.

/ - 6 3

ф = arcsin So

у — A2

(cta — gg cos 9)
sin|9

— arcsin

А —С +
AC

2 | 3

2£3(cos6—i)-i4-;2

У ~ А 3 
(3)

¥ = a 2 , 0 = У Т (0), Ф — a3
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В формулы общего решения (3) введены новые обозначения:

h, i\i, Ь , М * = 1 .2 , 3), (4)
Величины (4) являются постоянными и выражаются через посто-

янные интегрирования cti, аг, аз и моменты инерции А, С следующими
равенствами:

| 0 = { - | - ( 2 C a 1 - a | ) } - , / i
;

i 3 = r]i = Ci = - ( ^ 2 + a p , (4')

т]2 = 2а3 ( а 2 + а 3 ) - f 2 | ~ 2 ,

% - — (а2 + а3)2,

С2 = 2 а 3 ( а 3 - а 3 ) 2 - 2 ^ 2 ,

. , . £ з = — (а2 —а3)2 , _ 

Ах El,

А2 = 4Г11'П3 —Т)2,

Вычисление интегралов в формулах (2) проводилось при предпо-
ложении, что постоянные (4) удовлетворяют неравенствам

l s < 0 , т ) з < 0 , £ з < 0 , А £ < 0 ( i = l , 2 , 3). (5 )

Можно показать, что неравенства (5) справедливы.
Уравнения (3) — (4) связывают углы Эйлера г|з, в, ф с временем

и шестью произвольными постоянными
ai> a2 , a3 , pj, p2, p8 (6)

и полностью описывают невозмущенное движение, т. е. свободное
вращательное движение твердого тела, обладающего динамической
симметрией.

§ 3. Уравнения вращательного движения в элементах

Метод изменения произвольных постоянных позволяет предста-
вить общее решение задачи о возмущенном вращательном движении
твердого тела М формулами (3) и (4), в которых величины a P i
(i= 1, 2, 3) уже не являются постоянными, а некоторыми функциями,
удовлетворяющими канонической системе дифференциальных урав-
нений

d p r _ d i - H j (г == 1, 2, 3) (7)
dt d$-L dt дщ

Функция Н\ с помощью формул (3) — (4') приводится к виду,
представляющему зависимость от элементов (6) и времени.
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Частные производные функции Н\ по элементам а \ и а 3 содержат
ч^ены, имеющие множитель | (t—t0). Наличие таких членов ухудшает
сходимость приближенного решения. Чтобы устранить этот недостаток,
введем новые элементы

I , G> Н, / , g, h, 
согласно формулам преобразования

G = а2,

i Н = аз>

l=-L(2Ad1-i С~А

(8)

А \ 

h = 

V.
(.8']

«1 ( f + P i ) ,

ДС

с
г - Р . ,

• М ' + РЛ + Р*

Можно показать, что ! элементы (8) являются каноническими.
Составляя формулу, определяющую каноничность преобразования, мы
получаем

Рх^ах + Рг^а2 + Рз^аз — ML — gdG — hdH = — d' (tdj). 
Здесь штрих означает дифференцирование при фиксированной

переменной t.
Таким образом,: согласно теории канонических преобразований,

новая система элементов (8Л) каноническая и ей отвечает характери-
стическая функция

F = ~ H X а , .

В элемента^ (8) уравнения возмущенного вращательного движе-
ния имеют канонический вид ; 

(9>

С учетом формул (8) функция F приводится к следующему виду::

I 2 (А — С) Н2

ш _ dF dl _ _ dF_
dt dl ' dt ~ dL 
dG dF dg - I L
dt ~~ W dt dG
dH dF •dh _ d F

dt dh ' dt ~ dti 

F —
2 А %АС

—Hi (L, G, Н, /, g, h, t). 

Выберем в качестве ново[й системы элементов ранее определенные-
величины

|р, 0 , ^ , 0 , Ф, (10>

добавив к ним шестой независимый элемент L — L 
Углы Эйлера однозначно выражаются через элементы (10) с по-

мощью тригонометрических соотношении
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sin 8sin (гр — a) = sin opsin 0cos p -f cos 0sin p,

sin 0 cos (гр — a) = cos гр sin 0,

cos 0 = — sin гр sin 0 sinp + cos 0 cos p, (11)

sin 0 sin (Ф — ф) ~ — s i n p cos гр,

sin 0 cos (Ф—^) = cos0sinpsinop + cosp si n0 .

Сравнивая выписанные равенства с формулами общего решения
(3) — (4'), которые мы считаем справедливыми и в возмущенном дви-
жении, можно установить однозначные зависимости между элемента-
ми (6) и величинами (10), которые с учетом равенства (8) запишутся
следующим образом: , 

j j

cos 0 = — , гр — I,

cos p = f , ф = (12)

L = L, a = g. 
Осуществляя необходимые действия, мы приходим к уравнениям

возмущенного вращательного движения в элементах (10):
. • dl _ дНл • .. . . .. •v;.,;

' ' dt ' дгр 
dp 1 -[дНг 1дНг— — cosec р {—- —c o s р},
dt L (da dip 

dQ 1 ъ(дНг дНг — = -3— cosec 0 {—= — cos 9},
dt L { dtp dtp

' • do 1 - дНг= _ cosec p ——,
dt L dp 

d\b L 1 ( , - dHi - дНг ) 
^ = j r + — c tg0 + Ctgp , (13)
dt A I [ ao dp j 
йф А —С - 1 дНх• — L cos 0 cosec 0

. . d t A C , L <30 ; 

Используя формулу невозмущеннога движения

cosec 0 [(TF — Ф со? 0) cos ф — © sin ф sin 0] = Z s i n Oco s^ ,

выделим в правых частях уравнений (13) члены, содержащие частные
производные возмущающей функции R по элементам (10).

Уравнения запишутся в следующем виде:

dL = dR ' у . 
dt dip ' 7.

d® _7о ,«ЙГе 1 м т / 1 1 \ , 1 dR I n dR L в т ез Ш ф cos Ф f —- - ) + ^ ctg 0 -Ш Ji- cosec i 
\ А В J t dip L dt ' " ' \ А В J ' L dty L ~~" dcp '
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do \ - dR 1 _ dR
== _ ctg p _ _ — __ cosec p (13')

dt L d\|5 L do 
da 1 - dR

—— — — cosec p ——,dt L dp 

cl\p V / sin2 ф , cos2 ф \ 1 , a dR I - dR
~ r = l [ — Г - + — - — ctge — — — c t g p — ,dt \ A B J L dQ L : • dp

A = Г cos 6 f - - - -! - - cosec 9 — .
M \c а в I I ao 

Возмущающая функция в уравнениях (13') с помощью формул
(11) приводится к виду, дающему зависимость от элементов • (ТО) и 
времени.

Уравнения (13') иным способом получены В. В. Белецким [2].
и нашли широкое применение в работах по изучению вращательного
движения искусственных спутников относительно центра масс.

Замечания

1. Уравнения возмущенного движения в элементах обладают
свойствами уравнений Лагранжа. ! 

2. Для случая динамически-симметричного твердого тела уравне-
ния движения получаются из соответствующих уравнений (7), (9),
(13') путем замены функции — # i на возмущающую функцию.

3. При отсутствии возмущений R = 0 уравнения (13') описывают
свободное вращательное движение трехосного твердого тела:

Ж . = 0 > J L = o, - ^ - " = 0 ,
dt dt dt 

— = L sin e sin ф cos Ц , (14)
dt " \ А В ) 

cfoj) ( sin 2 Ф i co s2 Ф
dt \ А В 

d<P = Zcos 0 , Л

dt \ С А В 

Уравнения (14) обладают полной системой первых интегралов

I = сг, р = с2, а = сЗУ

(15)

Йф

sin2 ф cos2 ф \ / 1 sin2 ф cos2 ф
С Ч' А В 

= L(t — t0) + cb,

52



И г ео
Формулы (15) дают общее решение задачи о свободном враща-

тельном движении трехосного тела в переменных (10) . Решение со-
держит полный набор произвольных постоянных Ci (t = 1, 2, 3, ..., 6) .

Чтобы получить общее решение задачи в углах Эйлера, доста-
точно подставить элементы (10), определяемые формулами (15), в 
формулы (11), из которых однозначно определяются переменные

в. Ф-
Выражаю благодарность докт. физ. мат. наук М. С. Яров-Яровому

за внимание к работе.
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