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ДВИЖЕНИЕ ПРОБНОЙ ЧАСТИЦЫ СО СПИНОМ 
В ЛАГРАНЖЕВОМ ФОРМАЛИЗМЕ 

f Исследуются метрические и канонические законы сохранения для яагранжевий 
функции частиц со^ станем. Ма основе метрических соотношений теоремы Нётер 
получен сингулярный тензор энергии-импульса Тульчиева для вращающейся частицы. 

, • Введение • , 

Уравнениядвижения вращающейся пробной частицы в ОТО по-
лучил Папапетру [1], используя метод Мафиссона [2] . Основным 
недостатком метода МафиЬсона — Папапетру является некова'риант-
ность. Указанную трудность удалось преодолеть Тулъчиеву [3] ценой 
введения сингулярной плотности тензора энергии-имиульса и исполь-
зования формальных операций с 6-функцией. 

Дальнейшим шагом в исследовании уравнений движения вра-
щающихся пробных частиц явилось построение лагранжевой функ-
ции, что сделал Бартрум [4]. 'Однако исследование лагранжевой 
функции с помощью, теоремы Нётер не было выполнено. . > ( 

Теорема Нётер-дает возможность проследить болёе доследова-
тельно связь между уравнениями Папапетру я уравнениями, полу-
чаемыми вариационным методом из лагранжевой функции, одновре-

м е н н о обнаруживается связь подхода Тульчиева с лагранжевым фор-
мализмом. G помощью теоремы Нётер можно определись также пер-
вые интегралы движения и указать их физический смысл как энер-
гии., -импульса, момента и пр. , 

< Лагранжева функция и уравнения движения 

Для вывода уравнений движения пробной -частицы со спином 
вариационным методом будем использовать лагранжеву функцию, . 
аналогичную принятой в работе [4], , * 

L = L ( a « ; u°=; g{a)VL; ю^; mA\ mA; g^; AB), (1) 

примем интеграл действия для частицы имеет вид 

v 5 = Г Lds. " (2) 
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Здесь is — собственноегвремя (натуральный параметр), иа = — скорость 

; .ч V ds -
частицы (uauPga$ — 1), in а — моменты плотности массы частицы, g^v— мет-
рическре поле, Ав — внешнее поле, — тетрада, жестко связанная с 
частицей и характеризующая «ориентацию» частицы в пространстве, со^ = 

— gM^gW-v — угловая скорость вращения тетрады; точкой обозначена 
ковариантнаЯ производная по параметру на мировой линии частицы 
(в данном случае— по собственному времени). Отметим, что лагран-
жева 'функция при преобразовании координат ведет себя как ска-
ляр, т. е. ^ 

, , „ dL , dL • dL ndL , 

+ |Bv = 0, (3) 
где 

L'(x'j—L(x)=L (4) 

(величины aB\nv и т. ц. определяются аналогично (4); см. [5]). 
. Проварьируем действие (2) по координатам частицы по ориента-

ции тетрады 8g{a)ll= — 59^. g(a)v (SBptv = —69V(l, так как частица повора-
чивается как целое), по моментам плотности массы Ьтд. При варьировании 
необходимо учесть вариации внешнего и метрического полей, обус-
ловленные варьированием координаты частицы^ а также помнить о 
неголОномности натурального параметра {bds^O) . Введем следую-
щие обозначения: 

= 2 — + - Щ - и» Ц- 2 т А \ ^ « (5) 
^JXV ди^ duv дтА , 

~ dL D ' dL ~ /сч 

где 
~ dL • . / dL D dL \ п , dL ' dL • , /7Ч т == — + —^ — - г ^ - + - -I г— tnA — L, (7) dua уди ds ди J da дт 

При исследовании лагранжевой функции с помощью теоремы 
Нётер будет показано, что Ра — импульс частицы, a S ^ — с п и н ча-
стицы. При учете свойства лагранжевой функции (3) варьирование 
действия (2) дает следующие уравнения движения: 

с. dL D dL = Q> ( g ) 

dmA ds dmA 

D , Ж Ж ' ^ . « „ ^ j . 0. (9) 
ds d%v d<0w p ' , a<0vp 

dL 
ds ~ ' 2 -r — &4B 

= (10) 



где jRnvfaa —тензор Римана— Кр^стоффеля. Отметим, что вдоль 
мировой линии можно вводить не только параметр s, характеризую-
щий собственное время частицы, но и параметр, обладающий дру-
гими свойствами, например, не зависящий от координат, т. е. 

б| = 0. Такой (голономный) параметр t используется в ра-
боте Бартрума [4]. Использование голономного параметра упрощает 
вычисления. 

Основное соотношение теоремы Нётер 

Теорема Нётер приводит к двум типам соотношений: метриче-
ским и каноническим. Первые следуют из сохранений метрического 
тензора энергии-импульса, вторые же приводят к первым интегралам 
движения, который придается смысл энергии, импульса,, момента 
и пр; Теорема Нётер в механике имеет ряд особенностей по сравне-

\ нию с теорией поля (см. [5, 6 ] ) . Во-вторых, для механических вели-
чин; невозможно.: построить операцию типа дифференциала Ли, так 
как характеристики частицы заданы лишь вдоль одной мировой ли-
нии. Но в силу скалярности лагранжевой функции сравнение механи-
ческих величин в разных точках можно проводить тензорным обра-/ 
зом. Во-вторых, метрические соотношения распадаются на уравне-
ния для импульса, момента и пр., что соответствует сохранению плот-
ности метрического тензора энергии-импульса в теории поля. 

При преобразовании координат л * а - j - в в и д у независимо-
сти действия от их выбора имеет место равенство 

L' — — L = 0, (11) .•,'..•••;,•..••.: ds • • '• . 

где штрихом обозначены величины в новой координатной системе. 
, Используя явную зависимость лагранжевой функции от полей и 

характеристик частицы и учитывая свойство (3), из ( l l )v получим 

{(8) • + (9) - lv ; j r+(10) • + 

, dL , dL . „«. „ 
+ i + — г - tnA ^ i».v dmA 

L 

^ B ^ - T - P i a ^ - t ^ P g a i f t v ^ ' O , (12) 

= 2 + 1и*Ф\ 113) 

где 

* xnv = _L is^uy -(- S^uv- + 2 mA |<?v> Ф + 2 wA (14) 
; / • 2 V • <44 ^ J 

Def dL -

. Заметим, что = — — DL Г8», где DL-~ дифференциал / Ли (для 

x полевых величин он, конечно, существует); отсюда следует (14). 
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Метрические соотношения. 

Перейдем к метрическим соотношениям, которые следуют из 
основного соотношения теоремы Нётер в форме. (12). Полагая, что 
уравнения движения удовлетворены, внешнее поле отсутствует, век-
тор на границе равен нулю, и вводя 6-функцию, получим метриче : 
ский закон, сохранения: 

. §{V-gTll%tll(dx)= О, (15) 
где 

( i s ) 

Интересно-, что эти же выражения ((15) и (16)) использовал Туль-
чиев [3] при выводе уравнений Папапетру. Тем самымv мы нашли, 
что подходы Бартрума [4] и Тульчиева [3] взаимно связаны через 
метрические соотношения теоремы Нётер. 

Рассмотрим метрические соотношения в механике, не переходя 
к теории поля. Для этого представим тензор так же как в работе 
№ — 

где 

= + - - TSK>luv + - у r S x V - f q^u*, (17) 

qnv = xWon, n*** = —tv«P b}, 

Далее, если уравнения движения удовлетворены, получим, подставляя (17) 
в (12), 

• ; d 
ds Pal* ~ - ^ г Й ^ ' т + + т А 

дтА 

где 

- ^ ТРа - (/*** + - 1 ga;(P;Y) - f 

- 4 " TS"vu»R%VK - 4 nvrtR a m - | a = 0 , (18) 2 2 • ' - . • ы/лв J 

Tpa " (T a p " -Щ ^ la p " - т 
Из (17) ввиду произвольности вектора следует 

= 0; т Р а ^ Р а ; T S » V = S » \ (19) 

- 5 - Я в + JL S ^ V / ^ v - 4 т - Ав;а = 0, ' (20) 

ds 2 ' олв 

.'; + (21) 
/ - д Ь 

• • да* 
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p tap _ д «р а в |(аР)' = Q> / (23) 
' ••...... 1 .. yV- - 0ЛВ : . /-••••• 

Отметим, что свойство- (22) является сильным, т. е. оно справедливо 
независимо от того, выполняются ли уравнения движения или нет. 

Из уравнения (21) следует , 

. ' ' (24) 

где т — Pr,iP. Тогда с счетом уоавнения .движения 620V»(&1?Y можно 

(25) ' 

(26) 

(27) 

(28). 

В такой форме уравнения движения записаны в работах [1, 3, 4]. 
Отметим, что уравнения'1 (27) и (28) содержат 6 независимых урав-
нений для 9 независимых величин. Для; того чтобы система уравнений 
(27) и (28) была замкнутой, необходимо дополнить ее некоторыми 

условиями, физический смысл которых — фиксировать относительно 
частицы некоторую точку (например, центр масс), движение которой, 
описывают эти уравнения. Приведем два возможных типа дополни-
тельных условий: ^ ' / / 

( А р - 0; (29) 

SapPp = 0. ^ ' (30) 

Уравнения (27), (28) при условии (29) описывают центр масс 
частицы в системе, в которой 3-скорость равна нулю, а в .случае 
использования (30) центр масс уже рассматривается в системе нуле-
вого 3-импульса. Хотя условие (29) используется большинством 
авторов (например, [7, 8 ] ) , однако, как отмечает Диксон [9], это 
условие не выделяет единственного решения, дополнительное же тре-
бование (30), напротив, лишено этого недостатка. . 

При рассмотрении конкретных эффектов, связанных с вращением 
\7, 8, 10], необходимо учесть, что использование различных дополни-
тельных условий приводит к разным физическим результатам, в прин-
ципе допуская тем самым экспериментальную проверку этих предпо-
ложений. - , • 

Канонические законы сохранения 

.Рассмотрим случай, когда внешнее поле отсутствует. Тогда при 
удовлетворении уравнений движения соотношение (12) принимает вид 

переписать в виде \ 
D 
ds muf ^ ^ ^ S - ^ - flB.jE-Wji^ 

dl 

дАя 
А в ' а = 0 ; 

dL 

Если внешнее поле отсутствует, то уравнения упрощаются: 

1 ' ' [ « и » - 4 " = 0 , 
as • г , ' 

3 a p Ы = О или — S^uauy + Svauall» - 0. 
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d 
ds 

(31). 

Если учесть произвол т«Р и то для существования законов со-
хранения необходимо потребовать, чтобы 

\ 1а;Э + 1р;а •.= 0.' • / (32) 
Наиболее просто это можно показать для случая скалярной 

пробной частицы. Формула (32) есть не что W o e , .как уравнения" 
Киллинга, решения которых для случая плоского пространства соот-

ветствуют группе Пуанкаре (см. [11, 12]). Итак, пусть к | а — вектор 
Киллинга, тогда ему соответствует некоторый первый интеграл дви-
жения: . 

d (PaKS«-—SllV%l;%)=0. (33) ds \ 2 
Из других соображений формула (33) была получена в работе [13]. 

При переходе к плоскому пространству имеем 10 независимых, 
векторов Киллинга: 

; K l a г a " z x t , . . (34) 
где — декартовы координаты, са, аа$ = — яра — константы. В соответст-
вии с этим из (33) имеем законы сохранения: 

d Pa - 0 , (35) ds 
_d_ 
ds 

S a P ) = 0 , (36) 

т. е. Pa — импульс частицы, S0^ — спин частицы. 
Если пространство искривленное, то для рассматриваемого дей-

ствия законы сохранения, вообще говоря, не существуют (может не 
оказаться ни одного вектора Киллинга). Чтобы выйти из этого, за-
труднения, необходимо ввести в рассмотрение метрическое noie и 
считать частицы реальными (не, пробными): . 

. : S=jLds + jj£g(dx), (37) 
где в Lg входят не только метрическое, но и прочие поля, которые, 
являясь источниками гравитационного ноля, не содержатся в L. Для 
рассмотрения пробной частицы делается замена L-*-sL (е->-0 [14]. 
Уравнения движения для гравитационного поля в этом случае сингу-
лярны, что придает им формальный характер: 

+ у Щ — | r ( ^ ( s ) И х - i / ( s ) ) ) ] = 0. (38) 

Теорема Нётер применительно к действию (37) приводит: к интегралу 
движения ' . -

j dV [-1% + АС |0д + N^ + 

••! • [PaSa - ~ (S»V + sx»uyuk + SKvu»ux) tw const, (39) 

где ла(</р (s)) = u a ; 
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to, NT* СМ. [5]: 

ta la б A В,a яр—— Ав.о.р 

*AB, a 

Л£тР = — 
2 

Л4 Л 
В,ад а,а 

d£g 

1 дА В, а,р « В |оТ,р, 

6Л В,а ал В, а 

дАВ,сс, х 
- а в 1а1 

дА В, а, 
здесь в Лв включено и метрическое поле. 

В заключение приношу глубокую благодарность Н. В. Мицкевичу 
за ценные советы и просмотр рукописи статьи, а также рецензенту 
за указание работы [15], в которой близкими методами рассматри-
ваются законы сохранения вращающейся частицы в плоском про-
странстве с последующим ^введением слабых гравитационных полей... 
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