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КУЛОНОВСКАЯ КАЛИБРОВКА ПОТЕНЦИАЛОВ
И УРАВНЕНИЯ НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ МОЩНЫХ

ПРИБОРОВ С ЭЛЕКТРОННЫМ ПУЧКОМ

: Уравнения нелинейной теории мощных приборов записаны при кулоновской
калибровке потенциалов, соответствующей электростатическому взаимодействию"
заряженных частиц и возбуждению колебаний или волн вихревого поля1.

Введение -

В большинству работ по нелинейной теории мощных приборов с-
электронным пучкбм, в которых используются дискретные модели, ку -
лоновские силы находятся в электростатическом приближении при ре-
шении уравнения Пуассона [1—5]. Как следует из электродинамики ж 
теории излучения [6], электростатическое взаимодействие последова-
тельно вводится в рамках кулоновской калибровки потенциалов. Выбор
калибровки, определяет способ описания потенциального поля, запазды-
вающего взаимодействия, энергии системы и других физических .вели-
чин. В нелинейной теории электронных приборов эта сторона вопроса,
слабо исследована, рабочие уравнения часто выводятся непосредствен^-
но из уравнений Максвелла без учета электродинамических потен-
циалов. ' ". • . 

Обычно применяют лоренцеву калибровку - fd ivA = 0 или:
) ^ 

кулбновркую div А = 0 , где <р и А — скалярный и векторный потенциалы..
Им соответствует различное описание запаздывающего взаимодействия..
Прн лоренцевой калибровке,, применяемой часто в линейной либо в 
нелинейной теории [3—5], запаздывающее взаимодействие зарядов,
определяется возбуждением волн потенциального поля всей' системы [6]^
Эле менты анализа, характерного для лоренцевой калибровки, встре-
чаются в теории ЛБВ [1, 2]. В частности, выражения для кулоновских.
сил содержат динамические поправки, зависящие от запаздывания. При.
кулоновской'калибровке непосредственное взаимодействие между за-
рядами считается мгновенным, без запаздывания. Запаздывание воз-
никает как результат, обмена, энергией движущихся зарядов и вихре-
вого пОля. ' ' 

1 Доложено на Всесоюзном семинаре по методам, учёта сил пространственного
заряда в электронных приборах СВЧ. Москва, 1972.
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Возбуждение вихревого поля \ анализируется в теории клистрона.
В теории ЛБВ [1] вначале рассматриваются неразделенные полные по-
ля, затем через переход к нулевой'частоте выделяется удовлетворяю-
щее уравнению Пуассона квазистатическое электрическое поле. Однако
выделяется также и квазистатическое магнитное поле, соответствую-
щее магнитному взаимодействию токов без запаздывания. Остающееся
вихревое поле имеет другой смысл, чем в теории, основанной на куло-
новской калибровке. . 

В мощных электронных приборах велико влияние электронного
пучка на электродинамические свойства резонаторов и замедляющих
•систем. Возбуждение полей должно рассматриваться одновременно с 
нахождением электронной нагрузки. Такое совместное рассмотрение
особенно важно применять при исследовании процессов в выходном
резонаторе или в ЙБВ, усиливающей вблизи границы полосы прозрач-
ности. 7 * 

В ряде мощных приборов используются многомодовые Системы.
При больших токах пучка Необходимо 'учитывать собственное излучение
электронов и их взаимодействие через нерезонансные моды вихревого
поля [7]. Нелинейная теория должна содержать анализ систем С неуста-
новившейся структурой поля при учете представления пучка в виде
совокупности крупных заряженных частиц.

В нелинейной теории достаточно хорошо разработаны методы на-
хождения электростатических кулоновских сил и решения уравнений
движения при заданном поле. Основное внимание следует уделить вы-
воду уравнения возбуждения вихревого поля и рассмотрению влияния
тока смещения. s

Основные уравнения. Вихревой ток

Уравнения для макроскопических потенциалов при кулоновской
калибровке имеют вид £8]

Д А - = - И» ( J - V " I " « ™ « • )

Aq> — —,
- ~ .. / . : ••/ во

где. ео, Мо — диэлектрическая и магнитная проницаемости вакуума,
р, j — плотности-Заряда и тока, с — скорость света. Напряженности
электрического и магнитного поля Е, Н даются выражениями

д\ 1 Е = -— grad<p — ——, Я - - -г-, rot А. При: пренебрежении шумами, микро-
' . : d t Но*

скопические плотности р и j являются статистическими средними [1, 9]. 
Они даются выражениями, справедливыми также и для трехмерной
дискретной модели, ' 4 * 

Р == £ 6 (г — rfe), j - е0 £ vk8 (г — rfe),
- •• ' ~ • , k - " " "' k ' • 

где k — номер частицы, — ее заряд. Релятивистское уравнение дви-
жения &-той частицы имеет вид . 

А'
dvk _ е
dt т / Ep(k) i-v, . ; и0нр (k) (у*еРШ,

(5)
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где — — отношение заряда к массе электрона, Ер(£) и Нр(&)
т 5

напряженности результирующего .поля в месте нахождения частицы.
Плотность конвекционного тока j разделяется на вихревую и по-

тенциальную части jji, jn, j=jB+jn , где rot jB¥=0 div j B=0, rot]n==0
div jn Используя уравнение непрерывности div J* = Q- и урав-
нение Пуассона (16), легко показать выполнение равенства
jn — 8q ——— gradtp == G. Оно применяется в теории .клистрона и других

dt ,
ламп СВЧ с плоскими зазорами (диодов, триодов) при нахождении на-
веденного тока [10, 11]. Как следует из уравнения (1а), вихревое поле,
возбуждается'вихревым (полным) током.

В-случае простых односвязных замкнутых объемов, которыми могут
быть и частичные области, вихревое поле представляется в виде полей
Е(ТМ) и Н(ТЕ)-типов с напряженностями ' ЕеР = rot rot (Пге) z0),
ц(Я) __ rot rot (П™ z0), где z0—единичный вектор [8,12]. Скалярные функции
П^ и i l f можно считать компонентами электрического и магнитного
поляризационных потенциалов. Вектор je также разделяется:

t
_ ^ Г dx

где
Для

j(BB) = - r o t r o t Г PzZodx , j("> = rot(M2z0),J в0щ.
ti

Pz, Mz — продольные компоненты поляризации" и намагниченности.
П г' и справедливы получающиеся из (1а) волновые уравнения

а2

е„ V ' dt2

Вне электронного пучка (р — j = 0) вихревой ток продолжается в виде
токг смещения je = jCM — 80grad-^-. Для полей Е-типа выполняются со-

• ' . . dt г - \ • -.. . ,. 
отношения ЛРг — 0 и = с2 div ( \ . Ввиду квазистационарности

• , ot% V s0 / ' 
токг смещенйя наведенные на стенках волновода заряды и наведенные ; 

. (вихревые) токи удовлетворяют теореме Рамо без поправки на запаз-
дывание!^]. При вариационной, формулировке задач электродинамики
[8] и использовании приближенных методов их решения (например, ме-
тода частичных областей) находятся эквивалентные входные проводи-
мости элементов электродинамических систем и областей взаимодействия
и совершается переход к эквивалентным схемам, питаемым наведенным"
токе м. Вместо нахождения наведенных токов можно вычислять мощ-.
ность взаимодействия и электронную проводимость (см. ниже). Экви-
валентные схемы и решение уравнения Пуа:ссона широко применяются
в теории приборов СВЧ [4, 5]. Однако рассмотрение не последовательно,
так как в основу анализа положены уравнения электродинамики, при
лоренцевой калибровке потенциалов.

В теории ЛБВ {1-—5] вихревой ток не рассматривается. Без уста-
новления вида калибровки возникают трудности в понимании физики
запаздывающего взаимодействия. При кулонОвской калибровке урав-
нения (1) совместно с уравнениями движения и непрерывности преоб-
разуется в систему уравнений связанных волн вихревого поля и плаз-
менных колебаний потенциального поля.. Для отдельно взятых плазмен-
ных волн влияние окружающих пучок стенок выражается во введении

3 В НУ № 2, физика^ астрономия 161



коэффициента редукции плазменной частоты, изменяющегося между
нулей и единицей. При другой калибровке, например. лоренцевой, час-
тота продольных колебаний в ручке зависит от запаздывающего взаи-
модействия, которое обусловливается возбуждением невихревого поля
резонаторов и замедляющих систем. Формально введенная'поправка к:
плазменной частоте, называемая коэффициентом депрессии и имеющая:
смысл только при достаточно слабой связи, отличается от коэффициен-
та редукции и может быть отрицательной [13].

б нелинейной теории, основанной на кулоновской калибровке, по-
правки к плазменной частоте, входящие в выражение для кулоновских;
сил,.всегда положительны. Введение В' рассмотрение положитёльных и.
отрицательных коэффициентов депрессии, как это сделано в [1], озна-
чает использование калибровки, отличающейся от кулоновской. ' 

Возбуждение объемного резонатора

Типичный резонатор мощных приборов состоит из собственно ре-
зонаторной полости с малыйи собственными и внешними потерями, не.
искажающими картинуУ полей собственных колебаний, и участков труб'
дрейфа для ввода и вывода электронного пучка. Обычно известна кар-
тина полей>4 Собственных колебаний в резонаторе-

/ <4 \ 
As (г) г ДА5 + —^ As '== О I, резонансные частоты cos и «холодные» доб-
ротности Qs. Общее решение неоднородногЪ уравнения представляется
в виде • ' ' • . 

А(г, / ) = £ ^ ( 0 A s ( r ) , (3>
S

где суммирование проводится по всем собственным колебаниям. Выде-
лим'в (1а) токи проводимости ja='oEB и сторонние токи jCT, например,,
токи связи резонаторов через отверстия. Уравнение (1а) преобразуется:
в уравнение для амплитуд qs(t): , ' 

d% + + f ( j - 8 0 - i - g r a d 9 ) X 
dt e0Ns J at •

V

X A > + : { j C T \ s d v , (4 )
e0Â s J ,v

где V — объем рассматриваемого резонатора, Na — норма!

J • osA2„ dv 
= JA2sdv,N\ = \ A*dv, = Jv

2Qs
V 2e0Ns

Принимая во внимание формулу векторного анализа

j* (ф div А -f- A grad ф) dv (j) ф AdS

^условия на границах, получим соотношение

J As grad ф cfo — 0.
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стс
При условии (6) в уравнении (4) остаются только конвекционный и 

роннии токи
d%
* + * . + . а) 

Ур авнения4 колебаний (7) для разных s справедливы, при произвольной
ктронной нагрузке и для связанной системы резонаторов. В случае

— и ]ст = 0 они совпадают с уравнениями возбуждения резо-
8о t

оров [12]. Общий ход преобразований при получении (7) из (4)" ана-
ичеи преобразованиям, проведенным в [ 1 ] . При возбуждении QCIIOB-
ic мод резонаторов- уравнение (7) позволяет перейти к эквивалентным
мам. " 

Рассмотрим возбуждение резонатора с малой электронной нагруз-
кой (правая часть (7) мала) заданным гармоническим током, медлен-

меняющимся . во времени j — Re (Jm еш). Можно положить
<7s =h Re(C(t) еш), где C(i) — медленно меняющаяся амплитуда. Рас-:
смотрим резонансное колебание с частотой o)s=(o. После усреднения
(7) во времени и отбрасывания второй производной получим уравнение

ЭЛ 0

N s

нат[
лог
ны
схе|

dCs

dt - f / ( с о — cos) Cs = — j' jcTcoA^yj, (8)

где co. ,={o s+m s— комплексная частота. Выражение (8) при JCT—0 и с 
учетом связи напряженности и векторного потенциала аналогично урав-
нению возбуждения резонатора заданным током [1].

Плотность fока. электронного пучка мощного прибора может быть
суйестВенно непериодической функцией координаты. В общем случае
она заранее неизвестна. Для нахождения j (г, i) надо решать задачу об
установлении колебаний в резонаторе и установлении движения элек-
тронов. При исследовании выходного резонатора, в котором происходит
глубокое торможение электронов, следует учитывать обратные их по-
токи [14]. Сложный характер движения электронов требует использо-
вания дискретных моделей. Для трехмерной модели уравнение воз-
буждения (7) при учете свойств б-функции будет иметь вид

(9)
ft v 

где As(k) — среднее по частице номера k значение вектор-потенциала/
Первый член правой части (9) после умножения на %NS равен

••. dt
мощности взаимодействия пучка с £-й модой колебаний. При «s== 0 и 
j c T = = 0 уравнение (9) аналогично уравнению возбуждения вихревого по-
ля /теории излучения [6]. \ . 

Система уравнений (9) для совокупности мод резонатора позволяет
исследовать собственное и вынужденное излучение электронов в слож-
ны?: областях, в том числе при неустановившейся -структуре поля,
В случае периодических граничных условий система (9) позволяет рас-
сматривать излучение электронных осцилляторов в свободном, простран-
стве [6], в том числе когерентные эффекты при излучении [8]. : ' 

Установление колебаний и движения электронов в резонаторе кли-
строна с малой электронной нагрузкой, следует рассматривать в приб-
лижении медленно меняющихся амплитуд qs= R e ( C s ( t ) е ш ) . После
усреднения (9) по периоду получается уравнение первого приближения
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Jtk . _ь * > - ( 0 s ) C s T V (10)
dt 4ne0Ns J 

о k .
Правая часть (10), умноженная на величину —(D2e0jVsCs, равна комп-
лексно-сопряженной мощности вз аимодействия пучка и поля,. Она опре-
деляет электронную нагрузку 5-й моды резонатора. В методе эквива-
лентных схем знание мощности взаимодействия позволяет найти наве-
денный ток или электронную проводимость.. Скорости Va находятся при
совместном решении (10) и уравнения движения (2) численными мето-
дами. Для исследования установившегося режима следует положить

= 0 и анализировать установление движения электронов, как это
сделано в одномерном приближении [14].

Возбуждение волноводов и замедляющих систем

Рассмотрим возбуждение вихревых полей Е и Я типов вол поведу-
щей системы с гладкой граничной поверхностью и поля Е типа волно-
вода со сложной поверхностью. В мощных приборах с продольным
взаимодействием пучка и поля часто используются периодические
структуры. Выделяются два предельных случая. Если период струк-
туры гораздо меньше замедленной длины волны, то совершается перо-
ход к эквивалентному волноводу с гладкой цилиндрической поверхно-
стью, на которой заданы сложные граничные условия. Если период
сравним с длиной волны, то Для описания замедляющих свойств в 
большинстве случаев применимы приближенные методы анализа и-
совершается переход к эквивалентным схемам. Система связанных ре-
зонаторов, например, электродинамически описывается уравнениями
(7) —(10) , которые при s = l и детализации вида токов связи переходят
в уравнения эквивалентных схем.. Метод эквивалентных схем при куло-
новской калибровке потенциалов позволил рассмотреть усиление ЛБВ
за границей полосы прозрачности [16], где теории ЛБВ [1, 2] не при-
менимы, в том числе в диафрагмированных волноводах, гребенках • 
и'т. д. [12].

В волноводах с гладкими стенками, в том числе в диафрагмирован-
ных волноводах, гребенках и др. [12], распространяются волны вихре-
вого поля Е и Я типов.' Их структура находится при решении однород-
ных уравнений . .. - . ' 

• П<е)(г, 0 = 0 , ' • n f ) ( r , / ) = 0 . , ; , 
Для гармонического сигнала частные решения имеют вид

(11)

где йу и и3 -— поперечные координаты, fm — /_от — безразмерные собственные
функции (Д fm + §2rh fm = 0), h,n = — h.m — волновое ' число, hm = k? — рот.
Для выполняется условие ортогональности и нормировки в поперечном
сечшии (для спиралей оно^не справедливо):

' л: " f f%m)ftm)ds=>N^H) bmM bmn - ( 0 ! . (12)
V 1 1 tn —- n.

Комплексные векторные функции Е- и Я- волн представляются в виде
произведений A(iP (г) еш, (г) еш. Величины А ^ и удовлетворяют
уравнению Д 4- Ам = 0 и выражаются через П т 2 и единичный вектор
z0 вдоль оси волновода [8, 12]: , , j , • '•

164-



AS? = — r o t rot(zo n^z)(0

; \ ' = — [ z 0 i h m g r a d j ; / ^ ] ^ ^ 2 , - (13a)• ®

- A<f = fx0 rot (z0 nff i ) = fi0 (grad_L X z0) <Г£Л<«2, • (136)

г,де grad^ — градиент в поперечной плоскости, А_от = Am. .
Разложим в уравнении (1а) потенциалы и токи в ряд Фурье. Рас-

смотрим какой-либо гармонический компонент с частотой со: Уравнение
(,1а) для комплексной амплитуды гармоники принимает вид неодно-
родного уравнения Гельмгольца

• А Аю -j - Affl = — И-,, (joj — i co8Q grad фи), (14)

1?де фа и ь — амплитуды гармоник ф и j. Уравнение (14) отличается
от соответствующего уравнения теории ЛБВ [12, 15] наличием тока сме-
щения. Общее решение для Е- и Я-волн представляется в виде разло-
жения

= £ (г) n^f> + q - ^ A (15)
т

Отметим простую сЪязь ^-компонентов напряженностей и потенциалов:

= rot* rot Zq) = Т\тг', 
: - - " (16)

= rotz rot (П™ z0)
Для Е- и Я-волн соотношение (14) с учетом (16) эквивалентно разло-
жениям

E^Bz = Дг * = 7 , (qmEml -j- q-m E^rrtz)t со £J
m

- , (17)

• • • ' • - • • • m -

' - я Г ^ ^ я ^ + ^ я ^ ) ,

. Е Й - — A i a ^ T J ^ E i a + ^ - m E ^ j . ) . (18)

словие div Ев. == div H •== G позволяет получить связь qm и q-m:

I • c~ihmZ 1 dq~m Cih'"z —0. (19)
• . ' dz • dz

Подставил выражение (17) для A(P —. —- тЕвг в уравнение (14), ум-
ножим левую и правую части на Е{-,пг к проинтегрируем по сечению. Пос-
ле рЩа преобразований с использованием (12), (16) и (19) получим
уравнение возбуждения моды вихревого поля £-волны:
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Для перехода к модели крупных частиц уравнение (20) следует усред-
нить по интервалу Дг, величина которого зависит от.значения произ-
водной ' В случае медленного изменения qm (квазипериодичности
но z) интервал Az равен электронной длине волны Л. .'.,.,.;..'...

Уравнение возбуждения теории ЛБВ [1] в отличие от (20) содер^
жит все компоненты конвекционного тока и не включает ток смещения.
Уравнение (20) переходит э Соответствующее уравнение возбуждения-
теории f1] при условии квазипериодйчности процессов. В этом случае
для вектора }в и потенциала П* * (г) выполняется соотношение типа (6),
с помощью которого получаются зависимости , - .';.

j / » £ - « * Л - - Ц - ; . ( 2 1 )
FA • V - hm vA - vA

где Va — объем участка волновода длиной Л. Таким образом, z — со-
ставляющая вихревого тока определяется всеми составляющими кон-
векционного-тока. Поток мощности в волноводе дается векторным про-
изведением N у 1

р(Е) 1 

где

tf<g —• — Hff^ — — i (os0 [gradjL fm z0] A » ' . / / 
Используя векторные формулы, формулу Стокса и граничные условия, по-
лучим вспомогательное соотношение

Re J [Emi Ншj^] ds, 

I"gradj_ fn] ds = p*,JV<j?.

После некоторых выкладок находим: связь между введенной в [1] нормой
Nm = — АР(т и нормой N{m, определяемой Соотношением .(12)

N m - , - 2 < i > 4 h t n t f n N % \ • ( 2 2)

Уравнение (20) при учете (21) и (22) переходит в уравпение воз-
буждения теории ЛБВ [1] для усредненных по периоду А величин qm

I ^ A - ' ^ r l J j E - ^ f f . - (23)

Применим к левой и правой частям уравнения (14) операцию rot.
Получим уравнение для напряженности Н. Подставим вместо Н разло-
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желие (18). Найдем уравнение возбуждения моды вихревого поля
-//-полны, не содержащее ток смещения, .у i ; . 

лоз

, ihmzdqm . ет , Жт) 
dz ^ ml^N^

j r o t (24)

Усредненные по малому интервалу A z C A уравнения (20) и (24)
зволяют рассмотреть -'возбуждение Е и Я-нолей гладкого волновода

лри любых токах электронного пучка. Отличительная особенность воз-
буждения f-полей- мощным потоком заключается в необходимости
.прямого учета тока смещения. Перейдем ,в'уравнении (20) к трехмер-
ной модели. После преобразований с использованием формулы (5) и 
тргничных условий получим усредненное уравнение возбуждения

т
£—шт

dz < 2h b& N f f

,- ihdqm __ ' 

lmHOT m v о

•ТД(! суммирование проводится по всем частицам в рассматриваемом
«объеме. - * . • , 

дут _ . Г С 

л и
JP

I — г
1 TAz J о

' (25)

dz л Az J К " Я ' * * -
Д2

В заключение следует сказать, что использование кулоновской ка-
5ровки Потенциалов позволяет провести последовательный вывод
авнений единоД нелинейной тёории мощных электронных приборов с 

резонаторами, замедляющими системами,"и волноводами в приближе-
нищ
не
ис<
ча

mi
i Vr

и электростатического взаимодеиствия зарядов и с учетом токов сме-
ия. Полученные уравнения возбуждения вихревого поля применимы

только для анализа медленно меняющихся процессов, но и для
следования сильного влияния ̂ электронной нагрузки на резонансные
тоты и постоянные распространения. Они позволяют также рассмат-(

;ри|вать возбуждение систем с нефиксированной структурой поля и пе-
рейти "к трехмерной модели крупных заряженных' частиц.
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