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МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА

УДК 521.1 & 

Н. А. СОЛОВАЯ

О СТАЦИОНАРНЫ^ ПРОМЕЖУТОЧНЫХ ДВИЖЕНИЯХ
В ЗВЕЗДНОЙ ЗАДАЧЕ ТРЕХ ТЕЛ

Изучаются свойства стационарных' промежуточных орбит звездной задачи трех-
тел и орбит, определяемых начальными условиями, близкими к стационарным.

1. В работе [1] было доказано существование стационарных про-
межуточных орбит звездной задачи трех тел следующих видов: а) кру-
говые орбиты, б) эллиптические орбиты с аргументом, периастра, рав-
ным 90 или 270°, в) прямолинейные орбиты с аргументом периастра,
равным 0 или 180°. В настоящей статье исключаются из рассмотрения;
случаи вырождения орбит в прямолинейные отрезки и случаи комп-
ланарного движения. При этом условии доказывается, что никаких ста-
ционарных промежуточных орбит звездной задачи трех тел, кроме ука-
занных в пунктах а) и б) , не существует.

Далее изучены свойства промежуточных • движений, определяемых
начальными условиями, близкими к стационарным* В частности, иссле-
довано поведение периода движения периастра в процессе предельного
перехода к стационарным орбитам. Это исследование представляет ин-
терес для установления общих свойств промежуточных движений
звездной задачи трех тел. Рассмотрен также вопрос об устойчивости:
стационарных орбит. " 

2. Гамильтониан системы дифференциальных уравнений промежу-
точного движения звездной задачи трех тел имеет вид [2]:

Yi . Ya Y 3 - 7 V [ 0 - 3 < 7 2 ) ( 5 - 3 r | * )
2L\ \ 2ZJ 16

— 15 (1 <72) (1 — q2) cos 2gj], (1>
где yi, Y2, Уз — некоторые постоянные, зависящие от масс компонент,.

Ц — q — •>

L, 2GXG2

с — постоянная площадей, Lu Gu gi и L2 , G2y k, g% — Элементы Де-
лоне ссзответствённо внутренней и ,внешней орбит звезд. 1 • 



В выражение (1) гамильтониана F входит только одна угловая:
переменная g v Таким образом, задача сводится к интегрированию га-
мил ьтоновой системы'с одной степенью свободы:

М _ dF , dgl _ " dF • ; . ^ 
dt • dgl dt ' dGx

причем Li, L2 И G2 будут постоянными.
~ ; Для -удобства перейдем к новым искомым функциям по формулам

Ях - ёг cos g1} Я2 - ег sin glt (3>

где <2i= УI—ц 2 — эксцентриситет внутренней орбиты. В этих пбреМец-
ных дифференциальные уравнения движения примут вид (см. [1], § 4 ) :

dlt ^ dF _ _ЛГ 
dt Lx дХ2 t)

(3 — bq%) (1 — Я]) 

G«

dl2 _ т] dF' _ N_
dt L>i dXt T]

причем

Kt

2 (1 _ Я?) (2 — 5q2)Xl + 4 ^ ( 1 — Xf + 4Я|)
G

(4>

^ l / l л 2 „ (с2 — G| Г)2) 0 ~ С• 1—Ai — V - - . G2 = ——, c = —, 
- (2G2T]) ! LX Lx

N — положительная постоянная.
- 3. Под стационарными решениями рассматриваемой задачи подра-

зумеваются, такие, которым соответствуют постоянные значения Я1 и Х?-
Предположим, что уравнения1 i(4) удовлетворяются при постоянных:
Xi и Я2, одновременно отличных от нуля. Тогда должны будут удовле-
творяться следующие условия: ! . ' 

(3 - б?2) (1 — Я!) - 3X1 — Л (1 — Я? + 4Я1) = 0,

. 2 ( 1 : ^ - Я?) — ( 2 — Я | + - Ш - ( 1 — Я? + 4 Я|) — 0 .

Сложив эти равенства, получим
5(1 — Qf2) (1 — = 5 (1 —- (1 : . 

Полученное равенство может выполняться только либо при <7=!4= Г 
(случай компланарного движения), либо при ei = i (случай прямоли-
нейного движения внутренней звезды). Но эти случаи мы условились,
не рассматривать. , v

4. Займемся изучением свойств движений, близких по начальным
условиям к .стационарным. В работе [1] было показано, что для неста-
ционарных орбит величина £=Т12 принимает значения, определяемые-
неравенством где |i и %2 суть два' наименьших корня алгеб-
раических уравнений:

, ; ^Щ^М-гЩ Ч 1 3 G F ) | 4 - + : А3) , 
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5(1 -ql)sin*g10),

орбит. Для орбит, близких в 
иметь произвольное значение,
Ло = 1 — 8» где е — малая
и этих начальных условиях

уравнения (5), найдем значения их корней, огра-
тепенямй малой величины е. Вводя обозначения

у- Gl + 2G27o. В = bGlql -j- G2q0 — 3Gi,

4 [2Щ + G2q0 - 5Gl(l - qi) sin2 gl0],
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цставляют сейчас интереса
исследования характера движения, близкого к стационарному

взаимное расположение кор-у, необходимр выяснить, каково
0,2, осз на числбвой оси.
кде всего рассмотрим случаи, когда взаимный наклон орбит
ющих тройной звёздной системы настолько мал и величина В 
льна. При этом условии Q всегда отрицательно, и, следова-

тели е достаточно мало,' то cti и аг меньше единицы, а аз>1 .
эго, в этом случае a i>« 2 . Следрвательно, rj2 все время будет
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начит и переменная ц2 также стремится к 1, т. е.

становится, сколь угодно близкой к круговой
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ю, когда взаимный наклон орбит тройной системы
становится отрицательным. Тогда корень а 3 при
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достаточно малом е будет меньше 1, а расположение кривой ai и а2
на числовой оси зависит от численного значения sin2g"jo-
Именно^ если sin2£10<^(2G2 + <70)/[5G2(l — <70)], то Q отрицательно и 
будет выполняться неравенстве! a i < 1 < a 2 . Следовательно, при доста-
точно малом е г)2 будет заключено в пределах1

a 3 < V < a 1 , (7)

так как при е->0 корень аг->-1, а предельное значение аз меньше 1.
Если же (2G2-f <70)/[5G2(l —<7o)K s i n 2gio.. т о величина Q положи-

тельна, вследствие чего a 2 < 1 < а ь Значит при достаточно малом & 
a 3 < r ] 2 < a 2 . . " (В)

Когда верхний предел значений ir}2 равен корню квадратного урав-
нения =0, внутренняя орбита тройной системы будет циркулярной
[2]. Если же эта верхняя граница равна второму по величине корню
кубического уравнения / з (|)=0, то указанная орбита будет либрацион-
ной. Мы видим, что в (6) и (7) орбиты, определяемые начальными
условиями, близкимй к круговым, будут циркулярными, а (8) —- либ-
рационными. 4

Случай орбит, близких ; к_ стационарным эллиптическим, рассмот-
рим аналогично. Считая с. и G2 фиксированными параметрами, предпо-
ложим, что Яю и т)о получили некоторые отклонения* Agi и Дг] от их
значений,?опр„еделямых условиям стационарности

gu = ~ bGtfl -1 (5 - 4rjo) q^ - 3G2r^ - 0.
. . . - / ' 

Очевидно, изменения величин gao и t]o влияют на значения' коэффи-
циентов алгебраических уравнений (5) только за счет изменения кон-
станты А3. Обозначим через е приращение А3, соответствующее изме-
нениям gio и т]о на Ag\ и Дг], найдем приближенные выражения двух
меньших корней кубического уравнения' /3(|) — 0. Нетрудно видеть, что
эти корни могут быть представлены в виде рядов по степеням величины
1/—8 (отсюда следует, что е должно быть величиной отрицательной).
Ограничиваясь членами первого порядка относительно К —е, ' будем
иметь • : . 

а;

аз

2 О, У а
V ! / - — 1/ — 8 + . . ,

К 6 (a t]q)

„2.1 Gzl^a г / — | • •Чо + лг V — е + • - • 
— —2 5 причем а — 2с2 •!- G2 + — 2г^. Корме того,, в этом случае значение

меньшего корня а ̂ квадратного уравнения /2(£) = 0 превышает 1. Таким
образом, в случае орбит, близких к стационарным эллиптическим,

a ; < r ) 2 < < V • W
Эти орбиты будут, очевидно, либрационнымй.

5. Исследование ляпуновской устойчивости стационарных решений
легко выполнить с помощью общих методов теории устойчивости [3J,
О^рако результаты, полученные в п. 4, дают возможность обойтись 603, 
применения этих методов., • . . : » ' 111
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В (6) всегда можно выбрать е настс
щие отклонения rf о
угодно малого наперед заданного положительного числа б. А это озна-
чает, что в (6) круговые движения будут устойчивыми относительно rj2
(или, ч:х) то же по отношению к эксцентриситету, ej). В (7) и (8) кру-
говые движения внутренней звезды, будут неустойчцвы. Это следует
из того
е->0 им еет пределом
Значит можно подобрать столь малую п<
в некоторый момент времени 1—л2 превзЬйдет б, как бу ни было мало
начальное значение е этой разности.

Наконец, эллиптические стационарное орбиты обладают свойством
вости по Ляпунову относительно величин gi и т) (или и е{), 
егко убедиться^ подставляя значейия (9) корней а'2 и а̂  в фор

мулы (VII) и (3.4а) работы [4]
6. Период движения периастра внут

ной системы (см. [4], «^5) пропорционален
ту интегралу первого рода с мод

ъь Ъ, h — расположенные в порядке возрастания три наименьших
корня уравнений (5)

гаслим предельные значения модуля & для (6), (7) и (8)) (10).
орбит (6) и (10) в пределе
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в чем л 
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В с|лучае устойчивых стационарных

е, К = — . Следовательно, перцод движения периастра: внут-
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что при £ < 0 нижняя граница

т 1 были ио абсолютной величине меньше сколь
лько малым, чтобы последую-

изменении rf, равная а3, при
величину а = ' 1+А— VАг—В, меньшую единицы.

эложительную величину б, что

ренней орбиты тройной звезд-
величине К — полному эллип-

улем k= Vr(b—h) (la—Ы v где

орбиты в пределе при е->0 остается конечным.
С другой стороны, в (7) и (8), т. е. в случаях неустойчивых ста-

ционарных орбит в пределе при е->-0, будет: k=l, К— оо. Значит,.при
условиях (7) или (8) период движения периастра внутренней орбиты
бесконечно возрастает, если е неограниченно уменьшается.

, 7. 3 заключение сделаем несколько замечаний. _ _ _ _ _ _
и изменении <j'o в пределах от q0 != — 1 ± VqOG\ + 1 до q0 =» — 

параметр а, фигурировавший при исследовании орбит, близ-
начальным условиям к круговым (см. п. 4), пробегает все зна-
т 1 до 0. Следовательно, по мере приближения косинуса q0 угла

взаимного наклона Орбит составляющих тройной звездной системы
kq0—\ф2 верхняя
Значит в случае неу

могут оказаться очень существенными. Это пока-
что при построений аналитической теории движения объектов

ых систем необходимо соблюдать осторожность,
качестве исходного приближения
дальнейшем

точкам;! бифуркации;
нйется измёненйе св
при переходе чёрёз у:
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Граница эксцентриситета ех приближается к 1.
:тойчивых круговых орбит при сколь угодно малых

начальных отклонениях орбиты внутренней звезды от круговой после-
дующие отклонения
зывает,
типа тройных звездн
ердц в 
ние и й 
эксцентриситета вну

iee отметим,
условия существоваь

принимается круговое движе-
используются разложения в ряды по степеням
ренней орбиты. "'' -
что при о̂ = — 1 ± Кб0б| + 1, rjo=l выполняются
ия как стационарных круговых, так и стационар-

ных эллиптических орбит. Другими словами, в фазовой плоскости
(^0, rjo) точки с кооэдинатами rjo=l — — 1 ± Vd0Gl 1 являются

семейств стационарных решений. Этим и объяс-
ойств устойчивости стационарных круговых орбит
казанную точку [5]. Вопрос об устойчивости реше-



ний, соответствующих самим точкам бифуркации, здесь не рассмат-
ривался. • 
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