
МОСКОВСКОГО УНИВЕРСИТЕТА.
№ 3—1975 N — f t Q ) >

УДК 62.501.1

А. В. ПЕ РЕПЕ ЛИЦЫН, Л. И. ПЕНТЕГОВА,
Ю. М. РОМАНОВСКИЙ

АВТОКОЛЕБАТЕЛЬНАЯ СИСТЕМА С ТРЕУГОЛЬНЫМ
ПРЕДЕЛЬНЫМ ЦИКЛОМ КАК ЭЛЕМЕНТ

ВОЗБУДИМОЙ СРЕДЫ

В работе исследованы уравнения кинетики биохимической реакции гликолиза
в релаксационном режиме. Показано, что отдельный объем, в котором идет такая
реакция, представляет собой чувствительный элемент активной среды, а связанные
через диффузию объемы — активную среду в целом. ' г

В последнее время в различных областях биофизики и смежных
к ней дисциплинах интенсивно изучаются активные среды, в которых
могут осуществляться разнообразные автоволновые процессы. К таким
средам прежде всего относятся нервные сети [1, 2], а также распреде-
ленные автоколебательные химические процессы, протекающие в гомо-
генных условиях [3—5]. -

В настоящей работе построена математическая модель элемента
активной среды, исходя из кинетических уравнений автоколебательной
химической системы со специальным,и свойствами. А именно такой
автоколебательной системой может быть реакция с участием всего двух
кинетических переменных х и у. Эта реакция обладает на плоскости
(Ху у) треугольным предельным циклом.

Прежде всего напомним основные положения теории активных
сред [6].

Среда состоит из множества элементов х. 
Каждый элемент среды может находиться в одном из трех со-

стояний: возбуждения (время т), рефра,ктерности (время R), т. е. не-
чувствительности к внешним воздействиям и состояния чувствитель-
ности к внешним воздействиям (время Т{г).

При отсутствии внешних воздействий все состояния спонтанно
повторяются с периодом Т0 = т+Я + Тг (обычно т<С7о).

Если во время состояния чувствительности на х подается внешнее
воздействие, то генерируется импульс обычной формы длительностью т.

Импульс, выработанный возбужденным элементом х, распростра-
няется по множеству покоящихся элементов со скоростью и(х). 

В данной работе будет показано на примере системы Хиггинса,-
описывающей кинетику реакций гликолиза [7], что при определенных
значениях параметров система с треугольным предельным циклом.
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близка к элементу возбудимой среды. В цепочках таких систем, свя-
занных через диффузию, будут существовать режимы, близкие к изу-
чаемым в теории активных сред.

Прежде всего, проведем исследование автономной системы Хиг-
шнеа. Уравнения Хиггинса приведены в [7] . В безразмерных концент-
рациях реагентов гликолиза х и у они выглядят так:

1

у .= pixy

-ху
<7+1
Я + У 

р,д> о 

(1)

Если p ^ q + l , то единственная в первом квадранте особая точка (1, 1)
неустойчива, и у системы (1) существует в первом квадранте единствен-

н а

Рис. 1. Треугольный предельный цикл
системы (1) с параметрами: q = 0,5,

/7=15, р =3 5

Рис. 2. Характерные точки предель-
ного цикла системы (1) (см. форму-

лы (8))

ный предельный цикл. При p ^ q + l предельный цикл имеет форму,
близкую к эллипсу [8].

В случае p ^> q + 1 в системе (1) предельный цикл будет близок к 
треугольному (рис. 1 и 2).

Применим обычную процедуру построения асимптотических реше-
ний существенно нелинейных уравнений (1) [9]. Разобьем траекторию
системы на отдельные участки, на каждом получим асимптотическое па
параметру решение и сошьем их. Строгая реализация этой процедуры
достаточно сложна и громоздка, поэтому ниже будет приведено только
упрощенное, но достаточно полное решение.

Катет, прилегающий к оси х, находится в области ху<^\. Система
(1) в ней имеет асимптотические решения

у = с0 ехр <7+1
— X (2)
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причем
х=1. ^ (3)

Функция (2) симметрична относительно линии х = ? + 1 т. е. в 
. , Я 

окрестностях точек х~0 и х — 2 - ^ — функция (2) принимает один а-
Я

ковые значения. При х~0 решение (2) должно быть «сшито» с реше-
нием, описывающим вертикальный катет. Можно показать, что при
этом у~ 1. Следовательно, в окрестности точки х ~ 2 q + 1 решение (2)

будет пересекать изоклины системы (1) и выходить в область ху^> 1.
Это позволяет оценить максимальное значение х: 

Хщях 2 . . ' ( 4 )
Я

Учитывая (3), получаем оценку времени движения по этому катету

Т2 = 2-2 + 1 
Я

В области ху~> 1 из системы (1) выводится уравнение прямой — «гипо-
тенузы» треугольного предельного цикла:

f - — * даах

Время движения в этой области порядка \/р. 
Максимальное значение у оцениваем, используя (6):

Утях — max- (6)

«Катет», прижатый к оси х, разлагая систему (1) в 'области ху~~ 1,
чрезвычайно близок к изоклине системы (1):

• (7)Д-

Используя приближение (7), получим скорость движения изображаю-
щей точки вдоль оси у в данной области:

V ---- — ~ pq.
dt

Время движения по вертикальному катету определим следующим об-
разом:

j #tnax __ 2 Я ^ 
1 v q2

Итак, оценены координаты определяющих точек треугольного пре-
дельного цикла с точностью до величины порядка l/р (см. рис. 2).

а ' 1 
г/i — 1, У з ^ я , -^в г ' X i ~ 0 , (8)

я

ЛГХ — 2 q + l , Уъ^рх, г/5 — о,
Я
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Период колебаний оценен следующим образом:

= Ti + Т2
<7+1

Скважность импульсов, генерируемых системой, будет

Q* то
= <7+i ; Qx

Jj_Тt
q-f 1

Тг " Г2 q

Сделаем несколько замечаний относительно величины р. Где имен-
но в предыдущем расчете использовалось, то что она много больше

Рис. 3. Осциллограмма движений в системе (1) при различных начальны*
значениях переменных х и z

(q +1)? Оценим величину р, необходимую для получения релаксацион-
q + 'i ных колебаний. Прежде всего, требуется, чтобы # т а х = 2 р был

много больше величины q. Откуда —. При таком р предель-
• Я 

ный цикл будет близок прямоугольному треугольнику
1 Строго говоря, расчет участка предельного цикла между точками 3 и 4 рис. 2 

правилен лишь при небольших значениях q. Более точный способ сшивания реше-
ний укороченных уравнений на праницах областей приводит к необходимости рас-
сматривать сложную трансцендентную систему уравнений относительно констант
си с2, с3 и т. д. Однако, как показали расчеты, проведенные М. С. Поляковой,
основные параметры предельного цикла получаются те же, что и при описанном
способе сшивания. Это объясняется тем, что «истинный предельный цикл» прохо-
дит между координатными осями и изоклиной t/ = i/x, которая близко прижимает-
ся к оси OY почти на всем своем протяжении. Поэтому при больших величинах р, а 
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Система (1) была проинтегрирована на ЭВМ методом Рунге—
Кутта с шагом 0,01-^-0,001, Параметры р и q выбирались так, чтобы
получался релаксационный режим. Были исследованы малые и боль-
шие значения q (q~0,5 и С точностью 10—20% данные соответ-
ствуют теоретическому расчету. На рис. 1.сплошная линия изображает
результат теоретического расчета. Крестиками показан результат ин-
тегрирования на ЭВМ.

Система (1) была также промоделирована на аналоговой машине
(см. рис. 3). Учитывая, что траектория системы очень близко подходит
к оси х, было проведено преобразование системы (1) к новой перемен-
ной z:

Величина z для малых у будет близка к In у, а для больших у к самой
величине у. На осциллфграмме (рис. 3) представлены движения при
различных начальных
нии на систему (1) вне

начениях х и у, что позволяет судить о влия-
зшних воздействий, а тем самым и о поведении

цепочек связанных генераторов.
Прежде чем исследовать два связанных генератора, рассмотрим

воздействие короткого Положительного импульса — п р и -

ходящего в тот момент, когда система находится на участке у ~ 0,
о -4-1

х > " Воздействие будем считать только на второе уравнение
Я

системы (1):

(9)
х — 1—ху, 

y ^ p ( X y - ± t L y Y + f i t ) ,
Л Я + У / 

Из уравнений, аппроксимирующих на этом участке систему (9),

* = | 1 ; y = py [ x - - ^ - ^ + f ( t )

видно, что предельный цикл Здесь квазинеустойчив, т. е. отклонение от 
предельного цикла с течением времени увеличивается. На1 рис. 3 это
соответствует тому, что система переходит с нижней параболы пре-
дельного цикла на одну из верхних. Как видно из рис. 3, происходит
сокращение времени пребывания в области у~ 0. В области быстрых
движений ху^> 1 система движется по одной из параллельных прямых
семейства, определяемого уравнением (4).

Движение по вертикальному катету не зависит от того, по какой
именно прямой семейства параллельных прямых происходит выход на
этот участок предельного цикла (см. уравнение (2)) . Отклонение от
предельного цикла на этом: участке с течением времени убывает. Си-
стема выходит на предельный цикл. Если

*+tn
I f ( t ) d t > ± , (10)

следовательно, при больших амплитудах i/max любые приближения эквивалентны.
Решения, соответствующие нижнему катету цикла и его гипотенузе, получаются во.
всех случаях одинаковыми.
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то система заведомо выйдет в область быстрых движений и будет гене-
рировать импульс уmax ~ рх (О через время хг (t) 4-' 2 q J r 1 после

q q • ; ; -
предыдущего. Соотношение (10) дает в силу неустойчивости участка
траектории в области л: -q 1 , у~ 0 верхнюю оценку площади им-

Я
пульса f , необходимого для немедленной генерации импульса y(t).
В области у~ 0, х<С • траектория квазиустойчива, кроме того;

Я
здесь величина 1/х естественно больше, чем в предыдущей области, по-
этому и площадь импульса f(t) должна быть значительно больше, чем
на. участке х q 1 . Это позволяет сопоставить вышеописанные

Я
свойства системы (1) с треугольным предельным циклом со свойствами
элемента активной среды, назвать участок* q 1 , у—0 зоной чув-

Я
, q 4- 1 пствительности и участок х < - 2 - 1 —, г/ —• 0 зоной нечувствительности.

Я . 
Влияние f(t) на участках вертикального катета и гипотенузы пре-

небрежимо мало, так как здесь у ~ р . Воздействие на первое уравнение
системы (1), как легко видеть, не даст подобного эффекта в силу
устойчивости вертикального катета (см. уравнение (3)) и поэтому
нами рассматриваться не будет.

Два объема, связанных через диффузию и описываемых в автоном-
ном случае системой (1), будут описываться системой

" 1 х-̂ у̂ ', — 1 Х2У1',

к - Рх (хгУ1 — -Чг 1 Уг)+к (у2 — У,)- (11)
\ Я1 + У1 ) 

y2 = pjx2y2 уЛ + k (Уг — у2).- • ' . 
\ Чг + Уг 1 

Пусть параметры уравнений (11) будут: j

Яг<Яг.

При этом в автономном режиме (k = 0) первый генератор (высокочас-
тотный) будет выдавать короткие (порядка \jqi) импульсы с периодом
следования Т\~2. 

Второй генератор (низкочастотный) будет выдавать более длитель-
ные импульсы с большим периодом следования. Исследуем режим ве-
дущего; высокочастотного генератора (объема). Взаимное положение
импульсов, генерируемых системой (11), показано на рис. 4.

В этом режиме параметры импульсов, генерируемых низкочастот-
ным генератором, будут

т _ z • т 1 И 2 — , , » 1 2 
2<Ь

Я* + 1 Яг-г 1 

Учтем, что короткие импульсы первого генератора должны приходить
в зону чувствительности второго генератора, т. е. Тг + 1 . Следо-

Яг
вательно, период автономных колебании второго генератора Т02 должен
находиться в пределах

Тл<Тп<2Та. (12)

4* 299



Критическое значение коэффициента связи k можно определить,
исходя из того, что параметры импульса, генерируемого первым гене-
ратором, будут:

2
— ; Ухтах = 2рх.

<h

Запишем значение координаты х2 в момент прихода импульса, учиты-
вая, что в области xc^h

Т*
92+1

У/ ..

Ъ

Рис. 4. Взаимное расположение
импульсов, генерируемых двумя
генераторами, связанными через
диффузию. Режим ведущего высо-

кочастотного генератора

Рис. 5. Область существования режи-
ма ведущего высокочастотного гене-
ратора на плоскости переменных

(k, туг2)

Отсюда получаем'значение коэффициента связи k:

k> qi q*Ч\
Pi ! + i

(13)

При таких условиях (см. (12) и (13)) в системе будет осуществляться
режим ведущего высокочастотного генератора. На рис. 5 представлена
область существования такого режима. Черными точками обозначены
те значения параметров, при которых наблюдается режим биений^ Гра-
ницы области построены на основании формул (12) и (13).

Рассмотрим распределенную модель системы гликолиза, а именно
одномерный реактор длины 2/[—I, + /], в каждой точке которого про-
текает реакция^ описываемая моделью типа (I). ; 

Вдоль оси | идет диффузия вещества у с коэффициентом диффу-
зий Dy. Будем для простоты считать D ^^O .

: Разберем сначала случай постоянных параметров р и q-, не завися-
щих от Пусть в точке £ = 0 процесс находится в фазе, когда при-
ближается к Xmax, а во всех других точках реактора фаза автоколеба-
ний такова, что Xi(t) приближается к границе зоны чувствительности.
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Когда в точке е = 0 начинает резко нарастать импульс у (0, PJт

то от точки начала координат в обе стороны пойдет волна возбуждения
со скоростью

v ^ V D ~ p . (14)

Эта волна будет распространяться до тех пор, пока не достигнет коор-
динат | = ± г . Расстояние г определяется из равенства 1:

т2 . q + 1r = V—l~=v—J =5:0.
2 q •

В точках | = ± r распространяющийся импульс встретится с импуль-
сом спонтанно ,и синхронно генерируемым во всех точках пространства

|е= [ —* , + / ] , где U | > r . .

Описанная картина является лишь качественной. В ней не учтено об-
ратное влияние точек, где в данный момент происходит генерация им-
пульса, на точки, где уже волна прошла (£2<i£i). Импульс в точке
не может вызвать генерацию в «соседней» точке ^2<1ь так как в ней
процесс находится в стадии рефрактерности. Однако в результате
диффузии вещества у из в | 2 процесс уменьшения y(t, £2) будет за-
медленным. Это вызовет уменьшение разности фаз в точках и Ъ-
Поэтому следует ожидать, что если в | = 0 произошла флуктуация
фазы, то от £=.0 распространится несколько волн на расстояние по-
рядка г, после чего все пространство будет колебаться синхронно.
Опыты Жаботинского, а также машинный эксперимент, поставлен-
ный Поляковой и Васильевым, вполне подтверждают это обстоятель-
ство [10].

Таким образом, в гомогенной однородной системе, точечной мате-
матической моделью которой являются уравнения (1), устойчивых
ведущих центров возникнуть не может.

Легко построить модель неоднородной системы с устойчивым веду-
щим центром. Для этого следует считать, что в точке | = 0 параметры ро
и <7о таковы, что частота автоколебаний в ней выше, а период Т0 ниже,
чем во всех других точках пространства —I, + / ] , где период То|^>
>Т0.

Таким образом, в активной среде, точечной моделью которой яв-
ляется возбудимый элемент — автоколебательная система с треуголь-
ным предельным циклом, — могут распространяться волны со ско-
ростью, определяемой величинами Dy, р. Параметры же кинетических
моделей могут быть определены из физических характеристик среды.
В этом отношении кинетические модели предпочтительнее формализо-
ванных моделей возбудимых сред.
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