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В настоящей работе проведен расчет времени вращательной релаксации и коэф-
фициентов переноса для чистого двухатомного газа. Метод расчета объединяет чис-
ленное решение задачи о неупругом рассеянии с методом Монте-Карло для вычис-
ления интегралов столкновений. Вычисления проведены для N2. Результаты доста-
точно удовлетворительно согласуются с экспериментом.

Кинетическая теория явлений переноса в многоатомных газах бы-
ла развита в работах [1, 2]. Однако численный расчет коэффициентов
переноса по полученным в этих работах формулам долгое время не
проводился, так как конкретное рассмотрение динамической задачи о 
неупругом соударении молекул сопряжено с большими вычислитель-
ными трудностями.

В первой работе такого рода [3] в рамках классической механики
был проведен численный расчет на ЭВМ времени вращательной ре-
лаксации и коэффициентов переноса простого двухатомного газа.
Однако использование плохой молекулярной модели (центры отталки-
вания молекулы смещены внутрь молекулы) привело к тому, что время
вращательной релаксации лучше согласуется с экспериментом для
плоской модели столкновения (пространственные результаты в два-
три раза больше экспериментальных). Это затрудняет истинную оцен-
ку результатов проведенного расчета. К тому же введение жесткой
связи между атомами в молекуле позволяет провести расчет лишь при
не очень высоких температурах, когда колебательные степени свободы
не играют большой роли.

В настоящей работе проведен расчет на ЭВМ времени вращатель-
ной релаксации и коэффициентов переноса простого двухатомного
газа для более реальной молекулярной модели. Динамическая задача
о неупругом соударении решена численно в рамках классической ме-
ханики для пространственной модели столкновения с заданными вну-
три- и межмолекулярными потенциалами взаимодействия, причем для
параметров межмолекулярного потенциала взаимодействия использо-
вались известные экспериментальные сведения [4]. Расчет интегралов
столкновений проведен методом Монте-Карло при температурах от
250 до 3000 К- Результаты расчета достаточно удовлетворительно со-
гласуются с экспериментом.
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Выпишем формулы для коэффициентов переноса простого двух-
атомного газа в классической форме Таксмана [2]. Коэффициент
сдвиговой вязкости ц имеет вид

*П—1 - y Q - 2 J [ V s i i i a x +

+ (Де)2 (2 - 3sitia %) ] exp ( - e£ - 8/) do dQt dQ,, (1)

Q = J exp (—&i) dQt, 8j — Ei/kT, Ae=y*-y'2,

i_

do = 2л (n mkT) 2 у3 exp (— y2) b db dy. 

Здесь m — масса молекул газа, k — постоянная Больцмана, Т — темпе-
ратура газа, у2— (mlAkT)g2, yr2=(mlAkT)g'2, где g и g' — относитель-
ная скорость двух сталкивающихся молекул i и / соответственно до
и после столкновения, % — угол рассеяния в парном столкновении, Е{
и dQ% — внутренняя энергия и элемент фазового объема внутренних
степеней свободы r-той молекулы до столкновения, b — прицельное
расстояние.

Выражение для коэффициента теплопроводности X гораздо слож-
нее, чем для коэффициента сдвиговой вязкости г]. Это связано с тем,
что в переносе энергии большую роль играют внутренние степени сво-
боды и неупругие столкновения молекул. В [5] предлагается следую-
щая формула для А, учитывающая внутренние степени свободы и пер-
вые поправки на неупругие столкновения:

kn/i\ = fcv; (2)

fcv = J L * + _ P £ i n L C j n t _ / _ \ 2
c (4pxTJnr \)~1 ; (3)

4 n \ 2 T] j 
g £ гг

(P A „ t ) ~ 1 = Or2 (8i — e •) (8£Y2 — ek УУ' cos x) X 3 c i n t J 

x e x p ( — e i — г,) dadQi dQ,; (4)

(P Trot)"1 = 2 — Q~2 Г (Де) 2 exp ( - &i - 8 / ) do dilL dQr (5)
r̂ot J 

Здесь f — так называемый множитель Эйкена, cv=l,5&-j-cint, cint и
cTot— теплоемкость в расчете на молекулу, обусловленная внутренни-
ми и вращательными степенями свободы молекулы, р — плотность га-
за, D^t — коэффициент диффузии внутренней энергии, T rot— время
вращательной релаксации, р — давление в газе, Ek — внутренняя энер-
гия i-той молекулы после столкновения.

Как видно из (2) и (3), для того, чтобы вычислить Я, необходимо
знать величины ц, Trot. Ant- В то время, как rj и Trot можно опреде-
лить экспериментально, никаких способов нахождения A n t (если не
считать экспериментов по измерению самой теплопроводности) в на-
стоящее время не существует. Попытки же замены Z)lnt коэффициен-
том самодиффузии D [5], который определяется по формуле

(р D)- 1 = Q- 2 j (у2 — YY' COS х) exp (— 8 ( — 8 / ) do dQt dQ/t (6)
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нельзя считать обоснованными. В связи с этим необходима численная
оценка величины A n t .

Сделаем одно упрощение, которое позволяет уменьшить кратность
интегралов в правых частях (1) и (4) — (6) и тем самым значительно
сократить время счета подынтегральных функций на ЭВМ. Для этого
предположим, что силы, действующие со стороны атомов /-той (i-той)
молекулы на i-тую (/-тую) молекулу, можно заменить силами, дейст-
вующими из центра /-той (i-той) молекулы на t'-тую (/-тую) молекулу.
Это предположение позволяет заменить единичный акт столкновения
двумя единичными актами, один из которых представляет собой столк-
новение t-той молекулы, а второй — столкновение /-той молекулы с 
бесструктурной частицей. При этом формулы (1) и (4) — (6) можно
переписать в виде

Л - 1 sin2 г + - j (Де)2 ( 2 - 3 sin2
Х)] exp ( - ef) dodQf, (7)

( P ^ n t ) - 1 = 4 " QT1 f (8/ — 8) (8,-Y2 — w cos x) exp (— s^dedQ; (8)
3 Crot J 

(pD)-1 = ± Q - 1 J (Y2 - YY' cos x) exp ( - &i) dadQt; (9)

(рт^Г1 = Q~~l J 2 (Дег)2 exp ( - e ;) dodQ-, (10)

e = Q~l j ег exp (— 8j) dQh Ae{ = efe — ег.

Введенное предположение позволяет свести динамическую задачу
столкновения двух молекул к задаче столкновения молекулы с бес-
структурной частицей. Однако этот переход ни в коем случае нельзя
рассматривать как формальную замену одной из молекул бесструктур-
ной частицей.

Расчет по формулам (7) — (10) был проведен на примере молеку-
лярного азота на ЭВМ БЭСМ-6. При решении динамической задачи о 
неупругом соударении двухатомной молекулы с бесструктурной части-
цей было проведено численное интегрирование уравнений движения
для пространственной модели столкновения с помощью метода Рунге—
Кутта. Дл я автоматического выбора шага интегрирования использова-
лось постоянство полной энергии системы сталкивающихся частиц.
Внутримолекулярный потенциал задавался в виде

£ / ( r ) = r f ( l - e x p [ - p ( r - / - 0 ) ] } 2 ,(11)

(ангармонический осциллятор Морзе), где d — энергия диссоциации
молекулы, г—расстояние между атомами в молекуле, г0 — равновес-
ное расстояние между атомами в молекуле, р — параметр, определяе-
мый по известным спектроскопическим константам (для N2: d=9,75эВ,
0 = 2,72 А - 1 , г 0 = 1,094 А [6] ) . В качестве межмолекулярного потенциа-
ла был выбран потенциал

U (rlt г^ - А [ехр ( - Хгг) + ехр ( - Яг2)], (12)

где гп — расстояния между бесструктурной частицей и атомами моле-
кулы, причем для параметров А и Я использовались известные экспе-
риментальные сведения [4] (для N2: Л = 72 5 эВ, Я —3,27 А"1).

Расчет интегралов в правых частях (7) — (10) с помощью обыч-
ных методов практически невыполним, так как с увеличением кратно-
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сти интеграла резко возрастает число точек, в которых приходится
подсчитывать значения подынтегральной функции. Метод Монте-
Карло значительно снижает требуемое число оценок подынтегрального
выражения. Практически ошибка схемы Монте-Карло не зависит от
размерности интеграла и убывает как N'1/2, где N — число оценок
подынтегрального выражения. Поэтому единственным практически
осуществимым методом расчета интегралов столкновений (7) — (10)
является метод Монте-Карло [7].

Результаты расчета времени вращательной релаксации, выражен-
ные в терминах числа вращательных столкновений

Zrot = 4я-1ртгЫЛ~1» (13)

представлены на рис. 1 сплошной линией (данные по вязкости, необхо-
димые для расчета Zro1, брались из [8]) . На рис. 1 представлены так-
же результаты ультраакустических измерений ZTOt [9] (кружки).

Рис. 1 Рис. 2 

В целом можно отметить достаточно удовлетворительное согласие
проведенного расчета с прямыми измерениями Zrot. Расхождение опыт-
ных данных с расчетными при 7 ^1 00 0 К может быть объяснено сле-
дующим образом. Время релаксации, вычисленное по формуле (5),
характеризует время вращательной релаксации лишь при малом от-
клонении от вращательно-поступательного равновесия. В эксперимен-
те же с ультра акустическими измерениями отклонение от равновесия,
особенно при низких температурах (около 300 К), может быть значи-
тельным. Поэтому количественное сравнение расчетных и эксперимен-
тальных значений величины Zrot в данном случае не вполне корректно.
Тем не менее качественная картина расчетной зависимости Z ro t(T)
(рост Zrot с ростом Т) совпадает с экспериментальной, что позволяет
надеяться на то, что использование потенциальной модели (12) при
расчете времени вращательной релаксации в основном оправдывается.

Рассмотрим вопрос о точности проведенного расчета величины
Zrot. Контроль за точностью осуществлялся по известным формулам
[7]. В результате оказалось, что для того, чтобы ошибка в вычисле-
ниях была меньше 10% с вероятностью 0,87, необходимо порядка
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5000 оценок подынтегральной функции. Вероятность же того, что
ошибка составляет менее 20% при .N—1000, равна 0,82. Так как про-
счет одной траектории на ЭВМ БЭСМ-6 занимает много времени
(в среднем на 1000 траекторий требуется около трех часов), то боль-
шинство результатов было получено путем усреднения расчетных дан-
ных после 1000 траекторий.

Таким образом, погрешность данного расчета величины Z rot для
N2 составляет 20% (с вероятностью 0,82). Разброс же эксперименталь-
ных данных, полученных различными авторами при 7V^300 К (экспе-
рименты проводились в основном при этой температуре), достигает
40% [3]. Следовательно, хотя погрешность при вычислении ZTOt до-
статочно велика, она все же меньше разброса экспериментальных дан-
ных, полученных различными авторами.

Одновременно с расчетом времени вращательной релаксации был
проведен расчет коэффициентов переноса по формулам (7) — (9),
(2) ( 3 ) .

Результаты расчета коэффициента сдвиговой вязкости приведены
на рис. 2 (сплошная линия). На рис. 2 приведены также результаты
недавних измерений вязкости молекулярного азота при температурах
1100—2150К [Ю] (кружки), а также вязкость x\€h рассчитанная с по-
мощью упругих интегралов столкновений, затабулированных в [11],
с параметрами межмолекулярного потенциала, взятыми из [4].

Анализ рис. 2 показывает, что температурная зависимость расчет-
ной кривой т] совпадает с экспериментом, однако по абсолютной вели-
чине x\ei и экспериментальные точки лежат на 20—30% ниже. Причи-
на указанного расхождения г\ с x\ei и экспериментом состоит' скорее
всего в неточности вычислений абсолютной величины rj, так как для
того, чтобы ошибка при вычислении г) была меньше 10% с вероят-
ностью 0,87, необходимо ~ 5000—7000 оценок подынтегральной функ-
ции, в то время как большинство результатов данного расчета на
ЭВМ было получено путем усреднения расчетных данных после
1000 траекторий.

Таким образом, точность расчета величины т] в отличие от точно-
сти расчета Zrot не является достаточной, поскольку, с одной стороны,
влияние неупругих соударений на ц мало, а, с другой стороны, экспе-
риментальные данные и данные по упругим интегралам столкновений
для г] имеют гораздо большую точность.

Результаты расчета коэффициента самодиффузии D удобно пред-
ставить в терминах величины А*, которая определяется по формуле

A ^ A p D r r 1 . (14)
ь

Эта величина слабо зависит от температуры и вида взаимодействия и 
принимает значения порядка единицы. Как показывает расчет, Л * »0 , 9
для диапазона температур 250—3000 К (расчет с помощью упругих
интегралов столкновений [11] дает А* = 1,2). Точность при вычисле-
нии D такая же, как и при вычислении rj.

Результаты расчета коэффициента теплопроводности, выраженные
в терминах множителя Эйкена f, представлены на рис. 3 (сплошная
линия). Пунктирной линией на рис. 3 приведены значения величины
вычисленные в приближении Эйкена (в этом приближении полагается
pAnfn _ 1 = l и пренебрегается неупругими соударениями). На рис. 3 
показаны также экспериментальные значения величины f , взятые из
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работ [12] (кружки), величины /, взятые из работ [12] (кружки)„
[13] (крестики) и [5] (треугольники).

На рис. 4 проведено сравнение расчетных значений величинь»
рД ш Л - 1 с экспериментом. Как уже отмечалось, в настоящее время
никаких способов экспериментального определения Dtot, кроме экспе-
риментов по определению теплопроводности, не существует. Поэтому

pt>,nih
2,51-

2000 3000 
ТК

1.5

0,5 1000

Рис. 4 

2000 зоосг 
ТК

экспериментальные точки, приведенные на рис. 4, получены с помощью
экспериментальных значений представленных на рис. 3, путем пере-
счета по формуле (3) (обозначения на рис. 3 и 4 совпадают). Экспе-
риментальные значения для Zrot при пересчете брались из [9].

Анализ рис. 3 показывает, что максимальное различие между рас-
четными и экспериментальными значениями величины f при Т<2000 К.
порядка 10—15%. Тем не менее расчетная кривая f(T) лишь в общих,
чертах повторяет экспериментальную температурную зависимость ве-
личины f . Это связано в основном с тем, что точность при вычислении,
величины pAnt не очень велика. (Для того чтобы при вычислении
pAnt достичь той же точности, что и при вычислении рхrot, Л и рD, не-
обходимо на порядок увеличить число оценок подынтегральной функ-
ции).

Авторы благодарят Ю. Н. Беляева за полезное обсуждение ре-
зультатов работы.
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