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ПОВЕРХНОСТИ В КЛАССИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ИЗЛУЧЕНИЯ

Метод охватывающей поверхности, развитый в [1], применен для исследования
излучения заряженной частицей в постоянных однородных параллельных электриче-
ском и магнитном полях. Найдена мощность излучения. Случай излучения в постоян-
ном электрическом поле рассмотрен как частный случай решенной задачи.

При математической интерпретации физических явлений большое
-значение имеет разработка точных методов расчета. Так, например,
при интерпретации эффекта Вавилова — Черенкова вслед за работой
[2], где были использованы асимптотические выражения для функций
Ганкеля, в работе [3] на основе точных выражений для напряжен-

здостей полей была получена основная формула теории, определяющая
интенсивность и спектральное распределение излучения. В дальнейшем
точные методы расчета в теории излучения Вавилова — Черенкова при-
менялись в [4—5] и других работах (см. обзор [6] ) . Точные методы
в теории синхротронного излучения применялись в ряде работ (см., на-
пример, [1, 7, 8]). Особенность метода [1] состоит в том, что интенсив-
ность излучения электрическим зарядом, движущимся по окружности
или по спирали, п о дс чи ты ва ем через цилиндрическую поверхность,

•охватывающую траекторию излучателя, но не обязательно удаленную
та бесконечно большое расстояние от него.

В теории излучения электрическим зарядом в постоянном электри-
ческом поле точные методы расчета применялись в [9], однако прямой
метод расчета в форме [1] в работе [9] не был изложен. Настоящая
«статья посвящена применению метода охватывающей поверхности [1]
.для исследования излучения заряженной частицей в постоянных одно-
родных параллельных электрическом и магнитном полях.

Излучение электрическим зарядом в постоянных однородных
параллельных электрическом и магнитном полях

Уравнения движения заряженной точечной частицы в постоянных
ш однородных электрическом Eext и магнитном Hext полях, направлен-
ных вдоль оси Oz, имеют следующий вид [10]:

хр = — s i n [Ё Arsh (at)], ур = — cos [ЕArsh (at)], zp = — \/аЧ2+ 1. (1)
«о ио a
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Здесь
ce£ext ,а = , о РоС v0 Htxt '

= —, 8 = !—со» == га 
$0 с £ext • 0

? v

сеЯех{

е — заряд частицы, <э0 = j/'m^c4 pj*c2
;. — ее энергия в момент време-

ни t=О, ро — постоянное значение .проекции импульса на плоскость ху, 
с — скорость света в вакууме. Вводя замену переменной

т = 8 Arsh (at), (2)

формулы (1) преобразуем к виду
cb , cb— slur , ур = COST, zp

c - c h / т

Учитывая соотношение dx
ИГ

[ch [ — 
найцем компоненты вектора ско-

рости в декартовых координатах

cb COS хv.
ch wr

cb sin t 

Ch[~t

csh

ch
(4)

Нам понадобятся проекции вектора скорорти в цилиндрических координа-
тах (R, <р, 2):

VR
cb cos (ф + т)

ch

cb sin (ф -f-1)'= — J — v , —
Q sh f )

ch | —e ch ( f )
(5)

Для определения скалярного потенциала Ф и составляющих век-
тор-потенциала А в цилиндрических координатах (R, <p, z) в случае
параллельных полей мы имеем уравнения

•

Ля

•ДФ = 4яр

;

(6)

1 д2
где • = у 2

Са OV
ределяемая формулой

оператор Даламбера, р —плотность заряда, оп-

(7)р(г, 0 = еб(г —г р ( / ) ).

Компоненты радиуса вектора Гр определяются формулами (1).
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Выражения для запаздывающих потенциалов после перехода в.
пространстве волновых векторов к к цилиндрическим координатам (k,ч
г|;, kz) и интегрирования по г̂ оо и k имеют вид

оо ао оо

•—оо —оо 00

X

оо

2
ime—L'M(Ф+Т')

e i i .
(8>

OO 0 0 00

A r e t ( r ' ^ = 1 S 5 - 1 J ^ I ^ e x p { i k z [ г ~ ( - f )

Гт'

+

+ i A [at — sh ( - у ) ] } COS (ф + т') i* — b sin (ф + т ') 1ф + sh X

OO

2
jmg—tm( <p+T') (9>

где

e (s) 
1, s > 0.
0, s < 0; a (io>

(11>н т (YiR) = i r f - (Yi*) - ^ (YI^)>
CO

/(пг и iVm — функции Бесселя целого индекса соответственно 1-го и 
2-го рода, 1т и Km — соответственно функция Бесселя мнимого аргумен-
та и функция Макдональда. В формулах (8)—(9)

Я>
сЬ
ю0

(12>

Подсчитаем энергию, излучаемую частицей за время t от — оо до
+ со через цилиндрическую поверхность с осью радиуса R, окружаю-
щую траекторию частицы. Имеем:

оо 2л
j u(t)di = ~ ^ dt j dz^ dq> (Е<рНг — ЕгНу)

-оо —оо б 
оо оо 2Я

•—оо —оо О 

1 dAf
R д<р ) / дФге*

\ дг 

1 дФгеХ ^ 1 ( 1 ^ 
R с & \ R 3R 

f 1 dAf \ ( d A t 4 e t \ li с dt { дг dR J. (13>
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При <k 2
z интеграл (13) равен нулю. Для доказательства этого

с2

•факта мы использовали свойства модифицированных функций Бесселя
1т и К т , рекуррентные формулы, которым они удовлетворяют, свойства
интегралов в симметричных пределах от четных и нечетных функций„ T-r (°2 ^ 1.2

и аналогичные свойства для сумм. При—— > « 2 проинтегрируем в 
{13) по t, z, ф, а затем с помощью полученных дельта-функций — по
К и со7. Произведя в полученной формуле замену k, = -^-Lcos0 , ис-спользуя формулы

Jm (z)Nm(z)-L (2>^m (г) (14)
яг

oo 2Я
^ e i m ( r ' - ^ j l ^ jL ^ = __L р ф exp J/Yl [sin (ф -f %') — sin (ф + T")]

m=—oo 0
(15)

а также рекуррентные соотношения (8.471) [11], для функций Бесселя
найдем, произведя замену переменных т' — erj', %" = 

оо 2Л Л оо оо оо

j и(t) dt = 2с ^ J d6sta0 J dii' ^ dT|* J dw-w2 x 
00 0 0 00 00 —oo

exp \i — sin 0 [sin (ф -f 8T)') — sin (ф -f er]")] -f i — cos 0 (ch iq' —
{ ®o a 

— ch ц") 4- i ~ (sh V — sh rj*) j {6a cos [e (ц' — ц")] — 

— ch (r)' — ri") + [b sin 0 cos (ф + erf) + cos 0 sh n" + ch i f ] ch n'}. (16)

Проводя далее интегрирования в (16) по углу ф, затем по ц' , г]", найдем

gms.u

т=—оо
j ' = jdcoto2JdOsinO ^

—оо O p т=—о

x { и й - ( " 7 s i n 0 ) + . * £ . ( -2-вь . е) л (17)

При Ь — 0 из формулы (17) следует результат (16') работы [12].
Для нахождения углового распределения полной энергии излучения

мы должны в (16) провести интеграцию сначала но ю, а затем по ц ' и 
Т|". Мы будем иметь

00 Я 2л
4(1 + 2b2 cos2 ф)

b2 cos2 ф)5/*
о о 

cos2 ® 1 . 1+. 46а cos2 ф | ,, о ч(1»)
у2 (1 - г Ь282) (1 — ь% cos2 ф)5/г у2 (1—6*COSs'<p)7/l

Интеграции по 0 и ф в последней формуле : полностью разделяются. Ин-
тегрируя далее по ф, найдем угловое распределение; полной энергии из-
лучения по углу 0: • . , 
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J w 3 с J sin2 0 1 
—so О

V» _ » ) E / « b) + 1 _ _ L 4- 4 - F ( « b
16 j \ 2 J \ 2 16 у v 2

я/2 я/2

+
(19)

F { f > b ) - I y r S Т Щ ' E { i ' b ) = J —
о 0 

эллиптические интегралы соответственно первого и второго рода.
Полная энергия излучения рассматриваемого источника за беско-

нечное время представляет собой расходящийся результат. С физичес-
кой точки зрения эта расходимость связана с модельностью рассматри-
ваемой задачи. Постоянное и однородное электрическое поле задано во
всем пространстве. Траектория представляет собой винтовую линию с 

сРорадиусом ^ e x t и монотонно возрастающим шагом, по которой частица
~ сеНext

движется с убывающей угловой скоростью со = , и стремящей-!

ся к с скоростью вдоль оси Ог [10]. В соответствии с [10] излагаемая
теория применима при условии

*

^ e x t OTqC4

/ч
~ 'О1-<

где Fext — порядок величины внешнего поля в лабораторной системе от-
счета, в которой частица с массой покоя т0 движется со скоростью v.
Причем при полях

Fext ~ т%с3/Ье, т. е. когда ho) ett — т0с2 (со ext =
\ щс 

классическая электродинамика становится неприменимой вследствие
Квантовых эффектов.

Особый интерес представляет вычисление мощности излучения за-
ряженной частицей в параллельных электрическом и магнитном полях.
Вычислим следующий интеграл [13]:

т
= lira —— С u(t)dt. (20)

Т-*х 2Т J—Г
Мы должны учесть интегральные представления для потенциалов
(8) — (9), выражение для u(t) из (13) и известную теорему о том, что
предел произведения конечного числа переменных равен произведению
их пределов [14] согласно формуле

г т т т 

W \U{t)dt=TZ\~2F j ^(t')dt'- f Q3 (t") df'\.
IT —T —T -T 

Здесь для краткости очевидные подынтегральные выражения мы обо-
т

значили Qi. Вычисление Пш Г Qx(t)dt приводит к дельта-функции.
Т~* 00 J

б^а ВМУ, Яг 4, физика, астрономия 4 7 7



Дальнейшие интегрирования по промежуточным переменным проводим
с учетом формулы

£ e~imaJm(z) (21)

и формул, получающихся из нее дифференцированием по параметрам..
В отличие от случая вычисления глобальных потерь энергии на излу-
чение, рассмотренного выше, характеризуемого бесконечными предела-
ми интегрирования по переменным ц' и ц" и аналогичного [6], при
расчете мощности излучения целесообразно использовать при преобра-
зованиях подынтегрального выражения смешанное дифференцирование
по переменным х\' и ц". Проводя интегрирование, например, по ц', ис-
пользуя свойства дельта-функции 6 (г/—ц") и интегрируя далее после-
довательно по ф, 0 и г)", найдем окончательно выражение для мощ-
ности излучения зарядом в параллельных полях:

о p2fl2 1 о е 2ю? иг 
= i ° (22)

3 с (1 —б2)2 3 с (1—&2)2 г

Случай электрического поля

Примем направление постоянного и однородного электрического
поля Eext за ось Oz. В качестве плоскости, в которой будет происходить
движение заряда е, примем плоскость xz. Уравнения движения заря-
женной точечной частицы в таком поле запишем в виде

хр = JL Arsh (at), ур = 0 , zp = — ( У аН2 + 1 — 1). (23>

Дифференциальные уравнения для потенциалов, а также формулы для
полной энергии и мощности излучения в рассматриваемом случае
можно получить, если положить в формулах (6), (19) — (20), (22) 8 = 0.
В настоящем пункте в плане развития; применяемого метода мы хотим
лишь заметить что при решении задачи об излучении зарядом в по-
стоянном электрическом поле в качестве выражений для запаздываю-
щих потенциалов вместо формул (8) — (9) следует взять следующие:

ОО 00
фге4 (г' ^ = I dt' I d<0 Jdkzexp {ikz ^P4'*+1

- O O 0 0

m (t — t') \ X \ g—imq j 2

л 6 / у ) j m J± - Arsh ( а Г ) ] я т ( ^ ) \

ffll \ , / cb
y,-~Arsh(at')'jKm(y2R)J

(24)
OO OO

A"* (r> t ) = J dt' \ dcо § dkz exp z — (УaH ' 2 + 1 — 1)
—00 —00

• ±t\ 1 ( 6'COS® . ftsin<p . . at' . \

— m(t — t ) , - ii? — , , • im + . и x
})\\fa4'*+\ У cPt + 1 У (fit + 1 /
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JL 0 f-1^1— I J m ( Y l 4 - A r s h (a*')) Hm(y1R)\

X \ 
^ ^ Г Л Л . I©| \ r i__ cb

, (25)

где jR в отличие от формулы (12) должно удовлетворять условию

R>-^ Arsh (at'), (26)

а суммирование по индексу т в выражениях для энергии излучения
следует производить с использованием

«> 2Я

2 Л* (*i) ^ («,) = ~ f d y e ^ - z J ( 2 7 ) .
т——оо О 

Метод потенциалов Лиенара—Вихерта

Изложим теперь расчет мощности излучения заряженной частицей
в параллельных полях на основе решения Лиенара — Вихерта [10]:
Вычислим следующий интеграл:

г
lim — Г dt Г dQQ(t, 9, ®), 

4лез r-̂ оо 2Т J J V

-т
•0й

Q (f ,8 . <р) = 2<nw»"*> + (28)

Проведем интегрирование по всем направлениям вектора п, являюще-
гося единичным вектором в направлении излучения [10]. Здесь t — вре-
мя источника. Вводя новую замену переменной at —.sh т] и обозначая
Т\ = аТ, у 2 = ( 1 — Ь 2 ) ~ \ формулу (28) с учетом (4) преобразуем к виду

Arsh7\ 2Я Я 

X

lim— Г dx\ С dcp f sin QdQ x 
-̂wo 27"! J J J 

—Arsh?!

1 + ЬЧг

4 лс Tt —Arsh?! 0

Имеем

(ch Tj —• sh i) cos 0 — b sin 0 cos tp)3

L. (sh Yj — chrj cos Q)2 +fe2e2 sin2 8 sin2 у
f (ch rj — sh t j cos 0 — b sin 0 cos <p)B

2я Л 2я Я 

I dq> j* c?0 sin 0 { . . . } = lim J' dy ^<40sin0 X 

(29)

q->00 0 

X ( 1 + b2 e2

1 (q + ch r] — sh ri cos 0 — b sin 0 cos <p)3

1 (sh ri — ch ц cos 0)2 -f 62e2 sin2 0 sin2 <p
у2 (q + chri — sh г) cos 0 — b sin 0 cos <p)5 j '

7* m



После замены выражения в фигурных скобках эквивалентным выраже-
нием, содержащим частные производные по q от (g + chr]—sh r| cos 0—
—b sin 0cos ф) - 1 , проводим интегрирование по ф, а затем по 0, исполь-
з уя следующий табличный интеграл:

f Sinfrffl = 1 , l n <7 + chri + /sh2ifi + fe2
( 3 1 )

J V{q + ch т] — cos 0 sh г])2 — 62 sin2 9 / sh2 v\ -f b2 q + ch t} — Ksh2 TI + b2

«о

Устремляя в полученном выражении получаем окончательный ре-
зультат, пропорциональный ch т]. Далее следует учесть, что

ArshTt
lim —— Г di\ ch г) = 1. (32)

27\ J
—Arshrt

Окончательно для мощности излучения находим формулу (22). Ин-
тересно отметить, что мощность излучения электрическим зарядом в 
параллельных полях постоянна и складывается из мощности излуче-
ния в постоянном электрическом поле Eext [15] и мощности излучения
в постоянном магнитном поле Hext, причем последняя численно равна
мощности излучения электрическим зарядом с энергией § 0 , вращаю-
щимся по окружности с угловой скоростью (о0 (см., например, [6]).

Численные оценки

Представляет интерес численно оценить мощность излучения электро-
ном в параллельных полях согласно формуле (22), При b = 0 (движение
электрона коллинеарно полям)

дъ = 1 — ± - _ (£еху = 1,58. Ю - 1 5 (£ext)2 эрг/с.
3 т\с3

В случае электрического поля £ e x t = 107 CGSEE (порядка внутриатомного
£16]) = 0,158 эрг/с, а при £ e x t = 2,6-1 O^CGSEe [ 1 7 — 1 9 ] & = 
= 1,07-10е эрг/с ~ 0,1 вт. Пусть теперь 6=^0. При 1—Ь2<^_1 формулу
.(22) удобно записать в виде

~ 1 е1_ ( / л E ^ f + (tfext)2}.
3 т\с3 \ тоС2 / 

При £ e x t = 107 CGSEE И # e x t = 107 э [20] и 

£ 0 = 1 Гэв ^ ^ l ^ M O 6 эрг/с ~ 0,1 вт.
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