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К ТЕОРИИ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН КОНЕЧНОЙ 
АМПЛИТУДЫ В РЕЛАКСИРУЮЩЕЙ СРЕДЕ 

В работе теоретически рассматривается вопрос о распространении волны конечной: 
амплитуды в средах, описывающихся нелинейным уравнением релаксации. Показано, 
что учет нелинейных «релаксационных» членов в уравнениях гидродинамики приводит 
к увеличению эффективного значения нелинейности в области cor ~ 1. 

Нелинейная теория распространения волн конечной амплитуды в-
релаксирующих средах изучалась ранее на основе нелинейных у р а в -

нений гидродинамики и линейного уравнения релаксации, предложен-
ного Мандельштамом — Леонтовичем [1]: 

dl l-lo 
dt CD 

где I — релаксирующии параметр, 1о — его мгновенное равновесное 
значение, т — время релаксации. Уравнение (1) легко получается из 
феноменологической теории неравновесных процессов в предположе-
нии, что —Ы/Ео<С1, т. е. отклонение релаксирующего параметра от 
состояния равновесия мало и величинами ~ —g0)2 можно пренебре-
гать. При распространении интенсивных волн нелинейность среды уже-
оказывает заметное влияние на поведение волны, и поэтому при расчете 
необходимо учитывать нелинейные члены. Если, следуя теории неравно-
весных процессов, проделать вывод уравнения релаксации с точностью 
до членов второго порядка малости, то получим нелинейное уравнение 
релаксации, которое запишется в виде 

- § - = + (2> 

Величины т, А определяются свойствами среды. 
Следует заметить, что в принципе у системы с уравнением релак-

сации (2) могут быть два равновесных значения релаксирующего 
параметра | = | о и <£=|о—1/Ат. Но если учесть, что к первому равно-
весному значению £ = система стремится при t-+oo, а ко второму 
значению — l / А х при —сю, что физически абсурдно, то неодно-
значность исчезает. 

В дальнейшем будем считать, что отклонения других параметров 
системы от состояния равновесия тоже являются малыми. Также счи-
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таем, что члены, характеризующие изменение энтропии системы* 
являются величинами третьего порядка малости и поэтому при реше-
нии задачи во втором приближении их можно не учитывать. В этом, 
случае уравнение состояния примет вид 

(здесь и в дальнейшем частные производные вычисляются при равно-, 
весных значениях параметров р0 и £о), где Р' = Р—Р0, р '=р— Р о и. 

— Р — давление, р — плотность, а Ро и ро соответственно — их, 
равновесные значения. Используя тождество 

dP / дР \ ( дР \ dp 
dt \ dl J о dt \ dp /1 dt 

нелинейное уравнение релаксации (2), а также уравнение состояния 
(3), которое отличается от традиционного тем, что в нем удержаны-; 
нелинейные челны с релаксацией, можно найти связь между давлением 
Р ' и плотностью ipi с точностью до членов второго порядка малости: 

t t—t' 
п, 2 , , 1 / d2P \ ,2 2 Г (Эр 
Р = С о р + Т ( " d p 2 / р + m C o J ^ F 

dt' 

ГхСо \ Г Г _ аР'_.« t d f 1 2 
t—t' t' f t'—t" 

dt" 
+ 

^ 2 * t—t' t' t'—t" г*с0 Г . , „ Г - . Г dp' 

— 8 —00 

Уравнение (4) по сравнению с (2) из [4] содержит два дополни-
тельных нелинейных члена с коэффициентами и Гг. Последние выра-
жаются через феноменологические коэффициенты в виде 

~ 1 2 / „ , д*Р \ / ( дР \ г т * д2Р / дР Тг = — тсо Ах + — — / —— , Г2 = 
2 \ J/ \ д1 ) 2 dpdl I дЪ 

с0 — скорость звука при (wt<C1), с«, — скорость звука при ( c o t ^ I ) , 
2 2 С оо~ С 0 

параметр т~ характеризует дисперсию среды. 
со 

Далее необходимо решить уравнение (4) совместно с уравнениями 
непрерывности и Эйлера. Сложный интегродифференциальный вид 
выражения (4) не позволяет найти точного аналитического решения. 
Поэтому дальнейшее решение системы будет проводиться на основе ме-
тода последовательных по числу Маха приближений. Уравнение пер-
вого приближения для плоской волны запишется в виде 

d2Pi 1 д2рг т д* p j f c 
дх2 dt2 дх2 * < W = 0. (5). 
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Для граничного условия рх = р0 еш при л; = О решение уравнения (5) 
запишется в виде 

Pi = ро exp i [со̂  — К (со) л;] = р0 ехр [— К2 х + i (оat — Д » ] . (6) 

Коэффициент К2, определяющий затухание волны, является мнимой 
частью К: 

к и = ]/ ! ~ Т Т = ^ - i K * и -У ci — ict сот 
(7) 

Подставляем выражение (6) в члены второго-порядка малости исход-
ной системы уравнений. При учете граничных условий р 2 = 0 х = 0 , ре-
ш а я ее для амплитуды второй гармоники, получим выражение 

Рг = 
^Ро 

г д е 

F = (у + 1 ) 
2с0 ро + 

К2 (2(B) — 4К2
 (СО) 

юЧ2 (1 — 5со2т2) 
( 1 + 4 со2т2) (1 + со2т2)2 

Jg—£К(2сй)* g—2г/С(ю)л:̂  g2 £ at ; (8) 

Гх + 
Зсо2т2 

(1 + со2т2) (1 + 4 со2г2) 
Зсо2т2 (2 — со2т2) 

(1 + co2t2)2 ( 1 + 4 со2т2) Гг + 
сот (1 — 2со2т2) 

(1 + со2т2) ( 1 + 4 со2т2) (9) 

показатель адиабаты в уравнении состояния. 
Решению (8) можно придать более удобный для анализа вид: 

р2 = 2ро К2 (2со) — 4/С2 (со) 
1 

/ c h 2 А Кгх —-cos2 А К%х х 

X ехр К2 (2©) + К2 (©) 

+ i 2юt — - у Кх (2©) — Кг (ю) х + ф (Ю) 

где 

Re 
Ф = arctg 

Im 

К г (со), 

. К2 (2со) — 4/С2 (со) J + a r c t g 
tg А 

АКг = Кх (2ю) - к а (со), А К2 = К2 (2(0) 
F 

К2 (2(0) — 4К2 (со) 

Анализ решения (10) показывает, что амплитуда второй гармони-
ки сигнала возрастает до некоторого максимального значения, а за-
тем монотонно убывает до нулевого. Это объясняется не только зату-
ханием первой и второй гармоник, но и различием их фазовых скоро-
стей, приводящим к резкому ослаблению процесса генерации. 

Итак, положение максимума, величина затухания и фазовая ско-
рость второй гармоники не зависят от коэффициентов при нелинейных 
релаксирующих членах. Существенное влияние эти Члены оказывают 
.лишь на амплитуду второй гармоники. Это означает, что нелинейные 
свойства среды определяются не только коэффициентом (у+1)/2с0ро, 
но и членами, зависящими от сот с коэффициентами Г! и Гг. Следует 
заметить, что вклад этих членов существен только при сот~1, а при 
значениях сот->0 и сот->оо они быстро убывают до нулевого значения. 
К сожалению, феноменологический подход к решению задачи не дает 
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возможности найти численные значения коэффициентов Ti и Гг для 
различных сред и поэтому трудно теоретически вычислить вклад этих 
членов в общий коэффициент нелинейности среды. 

Автор благодарит О. В. Руденко и Л. К. Зарембо за ценные советы 
и замечания. " 
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