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О СУЩЕСТВОВАНИИ ЧЕТЫРЕХ ТИПОВ АКУСТИЧЕСКИХ
ВОЛН В СТАТИСТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ КРИСТАЛЛА

Показано, что статистическая модель кристалла допускает существование раз-
личных типов акустических волн. Определены их физические характеристики; об-
суждаются возможности экспериментального обнаружения нового типа волн.

Введение

Вопрос о распространении акустических волн в статистической мо-
дели кристалла [1—2] изучался в работах [3—4], которые посвящены
разработке теории продольных волн в этой модели. В настоящей рабо-
те показано, что учет свойств симметрии кристаллической решетки и 
.^кинетического уравнения, предложенного в [1], а также нелокальных
•особенностей его решений позволяет сделать вывод о существовании
з этой модели четырех типов акустических волн.

Исходное кинетическое уравнение модели имеет следующий
вид [1]:

df г j,\ , df 1 dV{f} df n /14- H r , v, + JLL_^_ = 0f (1)at dr m or dv 

j" 7C(r — r ' ) / ( r ' , v', t)dr'dv', 

где m — масса атома кристалла, К (г—г') — потенциал парного взаи-
модействия атомов, i/(r, v, t) — функция распределения, описывающая
поведение атомов в кристалле. Стационарные и температурные решения
..в условиях кристаллического состояния выводятся из уравнения (1)
.при = 0 и i/(r, v) ==p(r)/:M(v2), причем температура получается как

ot
параметр разделения переменных.

Будем рассматривать случай акустических волн малой амплитуды
«(линейное приближение):

/ = / о ( г , v ) + 9 ( r , v, t), | ; ф | « / „ (2)

где / 0 = p(r) / M (v 2) — функция распределения в отсутствие звуковых
волн, р(г) воспроизводит периодическую структуру кристалла, /лг(v2) —
максвелловская функция распределения по скоростям. Д л я возмущения
<р имеем уравнение
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Эф v Эф 1 ЭУ{ф} dfo 1 dVjfo} ^ < p r = 0 t ( 3 v
dt дг m дг dv m dr dv 

В [4] показано, что в предположении о малости пространственных
изменений в звуковом поле по сравнению с микронеоднородностямв
кристалла последним членом в уравнении (3) можно пренебречь,
В дальнейшем будем рассматривать уравнение (3) без последнего-
члена.

Будем искать решение уравнения (3) в виде

Ф (г, V, t) = е-'* £ ei™* bn (v, t), (4>
n

где
f 2я 2n 2я 1 

n a = j x " " s r a - т . т
d\, d2, d% — периоды кристаллической решетки по осям х, у, z; пх, пу„
nz пробегают, все целочисленные значения. Учитывая, что разложение
р(г) в ряд Фурье имеет вид

p ( r ) = £ V n a r a „ ,
п

ап — ( f р (г) dr\—-J-— ехр ( — 2яа9 \ + '—ф-—|—S— 1 К
\ J FV ' I d,d2ds 1 [ tfVn ^ d%2 ^ dlV33J

Vu = ( f P ( r ) r f r ) Кц (nd) ,
(dtdnds) n •

nd = {nxdu nyd2, nzd3), Ku (r) = i * ,

получим для bB(v, t) систему уравнений

db.JL (v, t) + i (па - k) vbB (v, ft— — V a „ _ e cr (la - k),
t m a-Jdt

M.
( la _ k ) - i ^ j f t ^ v ' , t)dv' = 0, (5)

or (la — k) = Г Л" (r) e ^ - ^ dr.

Применяя к системе (5) преобразование Лапласа по времени, мож-
но получить систему алгебраических уравнений

(?) M v , t)dv, (6)

/ (v) == •— I* хегх2 cos (vx)dx; р = tco -f y. Y С
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В дальнейшем будем рассматривать свойства решений системы (7)..
Нетривиальное решение имеет место лишь при обращении в нуль опре-
делителя системы:

А (к. р > - 6 n l - | a „ _ , ^ * = J i L » ( l a - k ) / ( ^ — ) = 0 .
8 (па — к)2 \ 1 па —- к | / 

(8>

Условие (8) представляет собой дисперсионное уравнение в данной
модели.

§ 1. Существование и дисперсионные уравнения различных
типов акустических волн

Для статистического акустического поля характерны: нелокаль-
ность — расоредоточенность атома по всему объему ячейки кристалла*
и анизотропия структуры облака вероятности местоположения атомов,,
описывающего акустическое поле внутри элементарной ячейки. Эту
анизотропную структуру облака вероятности естественно описывать
первыми моментами от функции распределения <р (г, v, t):

J dr j* dvAtp (r, v, t), -A={U r; v; Jrv]}. (9>
1 (dtd2d3)

Пусть акустическая волна распространяется вдоль одного из ребер»
ячейки кристалла (например, оси х). Простейшие крайние случаи1

анизотропии облака могут быть представлены следующими простран-
ственными моментами:

AX(t) = f xdr j <pdv ф 0; A Y ( t ) = AZ (t) = 0,
(djzds)
AY (t) ф0; AX(i) = AZ (t) = 0,

AZ (t) ф 0; AX (t) = AY (t) = 0,

AX (t) = AY (t) = AZ (t) = 0; j dr J {rv], <pdv Ф 0. (10)
(dtdM

Осуществление указанных случаев и их независимость вытекают из
решения (4); легко увидеть,, что выражения для AX(t), АУ(/) и A Z ( t ) f
неравные нулю, определяются непересекающимися группами членов:.

ВПх00» Впгпг0(п,=0) И Вп<0„ь(пгф0).

Таким образом, имеют место одна продольная, две поперечные ш 
одна акустическая волна, связанная с изменением момента количества;
движения ячеек кристалла в направлении вдоль волнового вектора.

Разрешим систему (7) с целью выделения указанных независимых:
групп коэффициентов В П 1 П г ПСи стему координат сохраним прежней-
Исходное уравнение (3) инвариантно относительно следующих преобра-
зований: , 

У-+- — У, Vy^ — Vy; z-*z, vz-+vz,

Vy^-Vy, z-+~z, vz-+—vz,

У-+--У, vy-*~vy; 2-v —2, vz-* — vz. (11> 
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Выясним следствия этой симметрии для системы (7) и дисперсионного
уравнения (8).

Разобьем совокупность величин Ва (р ) , — о о < я х , пу, nz<oo, на че-
тыре непересекающиеся группы:

Вщ, = (пх, пу, пг), пу > О, пг > 0; 

Щ = (пх, —riy, пг), пу > 0, nz > 0 ;

£„3, п3 = (пх, пу, —пг), пу > 0, п2 > 0; 

п 4 = (я,, — пу, — л г ) , пу > 0 , п 2 > 0 ; (12)

и перейдем к новым неизвестным Cn, Cs
n

a, C„s, С£а:

С = 5П1 + + Вщ + 5П1, ^ > 0 , / г г > 0 ;

CI3 = — fin, + Вщ — 5„4, ^ > 0 , я г > 0 ;

+ — 5 „ 3 —В п 4 , ^ > 0 , «г > 0 ;

С™=ВЩ~ВЩ — ВЩ + ВЩ, пу > 0 , пг > 0 . (13)

"Если /гу либо равны нулю, то те из £П2, и j3„4, которые неопре-
. делены при таких значениях пу и nz, в суммы (13) не входят.

Используя очевидные свойства симметрии коэффициентов системы
(7) (вытекающие из симметрии исходного уравнения (3)), легко пока-
зать, что она сводится к четырем независимым системам уравнений для

^величин Сд, Сп, С™, С£а, т. е. преобразование (13) приводит ее к 
квазидиагональному виду. Определитель (8) представляет собой произ-
ведение определителей этих систем. Явные выражения для этих систем
таковы:

С ? = £ А ( п , 1)СГ,
1

Л (п . D - A f f ( l a _ k ) / ( _ £ _ ) ^ r . J f l n i _ l ( n a i _ k ) + 

+ а„2 _1 (па2 — k) + а„3 _1 (па3 — k) + а„4-1 (na4 — k) J,

г

- D ( n , 1 ) = — cr( la — к) / ( — — — - ) ( 1 а ~ к ) [ a n i . i (п а х — к) + 
v ' 0 ' \ | па — к | ) (па—к) 2 1 1 v 1

+ йщ _1 (п а 2 — к) — ащ _i ( п а 3 — к) — ащ _i (п а 4 к ) ] ,

* ( « , D = ( п а х к )

— ащ — 1 (па 2 — к) + аП з _i ( п а 3 — к) — а„ , _i ( п а 4 — к) ] ,

1) С? а ,
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F(n,  к) I (- ) (1а~к) [апг-iinai—k)—V ' 9 V ' \ |na — k | j (na — k)2 1 1 v '

— a„2 _i (па2 — k) — a„3 _i (na3 — k) + a„4 -1 (na4 — k)J.

Отметим, что в пространственно-однородной среде (р (г) = const) оста-
ются только продольные волны.

Условие существования нетривиального решения системы (7) мо-
жет быть представлено в следующем виде:

\Ьп\~А(п, 1)1 X |6rtl — D(л, 1)| X |8Я1 — Е(п, 1 ) | х | 6 я 1 - ^ ( л , 1 ) | = 0

и выполняется при равенстве нулю хотя бы одного из четырех сомно-
жителей.

Таким образом, простейшие крайние случаи анизотропии акустиче-
ского поля и соответствующие свойства симметрии уравнения (3) поз-
воляют сделать вывод о существовании в данной модели четырех типов
-акустических волн, соответствующих нетривиальным решениям систем
(14). Величины Вп и, следовательно, звуковое поле <p(r, v, t) могут

быть получены из этих решений преобразованием, обратным (13). Дис-
.персионные уравнения для различных типов волн таковы:

:— А

 Е

Пусть выполнено первое условие (15). Тогда £ „ ^ 0 ; С„а = C£s = С£в = 0 
и, следовательно,

Вщ = Вщ = Вщ = Вщ. (16а)

Легко показать, что выполнение условий (15) приводит к следующим
свойствам симметрии величин Вп:

ВП1=-ВПг = Вщ=-ВП4, ВПхопг= 0, (166)

Bnt = — Вщ = — Вщ  Вщ, впх  пг = ВЛхпу

Свойства симметрии (16) позволяют определить некоторые харак-
терные особенности уже описанных четырех возможных типов волн:
нормировку, смещение, импульс и момент импульса ячеек кристалла.

1. Нормировка вероятности местоположения атомов в элементар-
ной ячейке кристалла есть

д N ( t ) = ] dr J<p(r, v, t)dv. 
(did2ds) (oo)

Согласно формулам (4) и (6) имеем

А N (t) = 2d1dids J eP* dp ^ Bnx oo (p) ^ - d k S i t l { d l k / 2 ) '

"x
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Из (16) видим, что A N ( t ) отлично от нуля лишь для волны с симмет-
рией (16а).

2. Смещение центра тяжести ячейки кристалла определяется в д ан -
ной модели формулой (9) при А = г . Согласно формулам (4), (6);
имеем

оо d 1/2

n x - - = - 0 0 - r f 1 / 2 (17a>

AY (t)= — Г ер* dp ( - I ) ' ' * 2sln(dlk/2)

—oo
J ^ J 2n,nxjdi — k 

—00

' ido da

X

A Z{t)=-]ef*dp У] ( - 1 )

—• id% d 

2 sin k/2) 
2л nxJd1 — k

Я„=:—00

X

X 2 . ( - s i r - ) V - . ( p )- ( 1 7 B >

Сравнивая (17) с (16), видим, что для волн с симметрией (16а) сме-
щение направлено вдоль волнового вектора, для (16, б, в) — перпен-
дикулярно волновому вектору, для (16г) центр тяжести ячейки остает-
ся неподвижным.

3. На основе аналогичных соображений импульс ячейки кристалла

Р (t) = J dr J mv ф (г, v, t) dv 
(didzdz) (oo)

направлен по волновому вектору в случае симметрии (16а), перпенди-
кулярен ему в случае (166, в) и равен нулю в случае (16г). Эти свой-
ства, вместе с выводами п. 2, позволяют отождествить волны (16а) с 
продольными, а (166, в) — с поперечными волнами в кристалле.

4. Момент импульса элементарной ячейки также может быть вы-
ражен через Впз

fti(f)= ' [ dr[гР(г, 01,
Idjdzd-s)

С v ^ р v ((1а — к)
Р (г, t)=m \ ^еР* dpe~ikT у etnar a (la — к) a„_i I — dv.

J J p - f i (na — k) v 
n,l

Используя свойства симметрии, можно показать, что в случае (16а)>
момент импульса ячейки равен нулю; в случаях (166, в) он перпенди-
кулярен волновому вектору и импульсу ячейки; в случае (16г) момент
импульса параллелен волновому вектору. Заметим, что условия сим-
метрии (М) имеют место и в классической модели кристалла, в ко-
торой, однако, отсутствует четвертый тип волн. Причина этого заклю-
чается в наличии локализации акустических смещений атомов в клас-
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сической теории и, как следствие, иных свойств локальных функций
распределения по сравнению с нелокальными (2), (4):

/кл (г, v , 0 = £ б (г - г„ ( 0 ) б ( v - v „ ( 0 ) ,
п

•что приводит к качественной разнице в поведении величин

(dtd2d^ (did2d3)(did2d3)

с одной стороны, и 
д Г 
dt J ^ DR j (/о + Ф) DV ^ DR J [ RV ] (/о + ср) DV,

(dtd2da)
-с другой.

(idid2ds)

§ 3. К определению экспериментальных возможностей
наблюдения четвертого типа акустических волн

В эксперименте, описанном в [5], на один торец цилиндрического
юбразца кварца (^-срез) была высажена алюминиевая пленка тол-
щиной в 100 А, которая нагревалась импульсом СВЧ (220 не), созда-
вая в кварце слабозатухающие тепловые фононы с Ж 1 0 0 А (темпера-
тура ванны, в которую помещен образец, 3,5К). Наблюдалось четыре
моды тепловых фононов, распространяющихся вдоль кварцевого стерж-
ня с различными скоростями и интенсивноетями. Первый и два послед-
них фононных импульса, распределенные по величине скорости, авторы
| 5 ] (см. фиг. 7) связывают с продольной и двумя поперечными акусти-
ческими волнами; второй импульс — с четвертой новой модой. Наличие
четвертой моды они объясняют специфической анизотропией кварца,
которая приводит к возникновению угла между акустическим вектором
Умова — Пойнтинга и волновым вектором. Этот угол непосредственно
экспериментально не наблюдался, а определялся вычислением на ЭВМ
решения дисперсионного уравнения для упругих волн в кварце. Все че-
тыре моды фиксировались чувствительным сверхпроводящим баломет-
ром, помещенным у другого торца кварцевого стержня.

Нелокально-статистическая природа четвертой моды (см. § 1, 2)
проявляется в [5] в следующих обстоятельствах.

1. Благодаря тепловому характеру источника волн с временем на-
грева 2,2-10~7с, которое значительно превышает время релаксации
(Ю - 1 4—2'10_ 1 Ос), связанной с передачей энергии степеням свободы си-

стемы, в источнике возбуждаются все внутренние степени свободы в су-
щественной области генерации волн (~Я/2, X — длина волны каждой
:из четырех мод). В этих условиях естественно возникают и те движе-
ния, которые определяют четвертую моду:

Нелокально-статистическая природа четвертой моды общая — она не
требует специальной анизотропии, ведущей к возникновению угла меж-
ду вектором Умова — Пойнтинга и волновым вектором. Это можно
подвергнуть прямой экспериментальной проверке.

2. С точки зрения нашей модели становится ясным, почему обыч-
н ы е пьезоэлектрические способы возбуждения ультразвуковых волн не
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возбуждают четвертую моду, — они характеризуются в основном пер-
выми моментами от акустических функций распределения:

J г dr J t p d v ^ O ; j dr J j r v j ^ d v = 0,

которые характерны только для классических первых трех мод.
(см. § 2).

3. Четвертая мода характеризуется двумя степенями свободы (дви-
жение точки по окружности), а каждая из классических мод — только
одной (движение точки вдоль прямой), отсюда благодаря статистиче-
скому весу отношение интенеивностей четвертой и первой мод есть

;/(4)

;/<П = 2,
max /(4)

[теор] шах /(1)
^ 2 .

[эксп]

Экспериментальное значение мы получим, взяв отношение соответ-
ствующих величин из фиг. 7 в [5]. Концепция «наклонной моды»
по [5] не приводит к сравнительным оценкам интенсивностей этих мод.

Рассмотрим влияние первой и четвертой моды на величину вероят-
ности излучения у-квантов атомных ядер в кристалле без отдачи (т. е.
влияние на интенсивность эффекта Мёссбауэра). Эта вероятность
определяется формулой [6]

4я2 <**)/ = ехр
I 2

где А — длина волны у-кванта, (х2) — средний квадрат смещения
атома в направлении излучения. Формула для этой величины в окрест-
ности узла потенциальной ямы в нашей модели такова [3]:

10 [ S 9{Г)С1Г](dtd2ds)

Учитывая изменение нормировки вероятности местоположения ато-
ма в объеме элементарной ячейки кристалла для первой моды и со-
хранение ее для четвертой (см. § 2), имеем в области наличия мод:

р = ро — 6р, Sp > 0 | д Л Я 1 .ft

6 = 90 + 60, 60 > 0 J М 0 Д Ь 1

/<п.//(4) = ехр

6р = 0 j для 4-й
0 = 0О + 60, 60 > о j М °Д Ы

4я 2 { 4 ) ф 

4ро

Эта формула указывает на различие влияния первой и четвертой мод
на вероятность излучения у-квантов без отдачи при условии, что мож-
но экспериментально заметить отступление значения отношения
/0)//(4) о т 1. _ 

В последней формуле 6р обозначает усредненное значение умень-
шения вероятности местопребывания атомов кристалла в окрестности
узлов, вызванное акустическим полем первой моды.

Для обоих указанных выше частот акустических колебаний, для
ядер с атомным весом — 100, температурой Дебая кристаллов ~ 4 0 0 К,
энергией у-квантов ~ 150 кэВ [6] и для акустических смещений
— 3 • Ю - 4 см при частотах (150-ИЮ0) • 103 1/с и скоростях звука
~ 105 см/с [7] получим

158;



/('Y/Wes (0,985-н 0,913),

что указывает на возможность экспериментального наблюдения откло-
нения этой величины от 1.

Таким образом, существуют реальные экспериментальные возмож-
ности проверки нелокально-статистической природы четвертого типа,
акустических волн в кристаллах.

Мы благодарны К. Н. Баранскому, обратившему наше внимание-
на экспериментальную работу И. Эндрюса и М. Страндберга.
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