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Н ЕЛ И Н ЕЙ НЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ АЛГЕБРЫ ЛИ 
ГРУППЫ SU(3) (невырожденная серия) 

Получены нелинейные представления алгебры Ли группы SU(3) .(невырожден-
ная серия), построены инварианты найденного представления и показано, что мак-
симальная размерность неприводимого представления равна восьми. 

В последнее время значительно возрос интерес к нелинейной тео-
рии поля, что, в свою очередь, стимулировало развитие нелинейных 
представлений групп. Вдервые одна из возможных реализаций нелиней-
ных представлений алгебры Ли группы SU (2) была найдена Швинге-
poM ^l ] . .В работах^ [2] изложен общий подход к построению некоторого 
класса нелинейных представлений групп. 

Опираясь на основополагающие работы С. Ли и Энгеля, а также 
Картан.а [3], Стоянов и Христов, развили метод нахождения более об-
щих нелинейных представлений [4, 5] и построили нелинейные пред-
ставления группы SU (2). 

Как выясняется, нелинейные представления групп обладают рядом 
специфических особенностей, которые существенны при построении не-
линейных лагранжианов (например, [6]). Поэтому очень важно иметь 
сведения о нелинейных представлениях групп, подобно тому, как важ-
но знание свойств линейных представлений групп при построении ли-
нейных лагранжианов. Тем самым знание нелинейных представлений 
групп представляет большой интерес для физических приложений. 

В настоящей работе, следуя методу Стоянова и Христова, получена 
невырожденная серия нелинейных представлений алгебры Ли группы 
5U (3), а также исследуется вопрос о прщюдимости, найденного пред-
ставления. f ' 

Приведем некоторые из основных определений теории нелинейных 
представлений. . . 

Нелинейным представлением группы Ли (алгебры Ли) называется 
взаимно-однозначное и гладкое отображение я-мерного многообразия 

на себя. Оператор представления группы ; . 

Fi (gp, xk) ^ соответственно Мл (х) = ^ ^ j для. алгебры Ли j , 

таким образом, является векторной- функцией точки многообразия и 
параметров группы. • • ; ; :.' • • 
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Операция коммутирования определяется так же, как, и для вектор-
ных полей, формулой 

дм» :м Ш"? ...... 
[М» (х), Mv (*)], - — M k - - Ж (сумма по k). (1) 

' oxk oxk 

Коммутатор двух генераторов представления нельзя записать в виде 
произведения операторов (как в линейных представлениях); поэтому, 
нахождение представлений сводится к решению систем дифференциаль-
ных (а не алгебраических) уравнений. 

Инвариантом представления называется скалярная функция 1(х) 
"на Зй", которая не меняется при переходе к преобразованной точке: 

I[F(g, х)]=1(х) 
или для алгебры Ли: . " • 

У - Ц У - М Ц х ) = = о : (2) 
/г i=l . • г . • 

Представление нсприводимо, если оно не имеет нетривиальных инва-
риантов. 

Два представления называются эквивалентными, если они действу-
ют на областях пространства связанных между собой невырожден-
ным преобразованием координат 

det д т 

дхк 
ф 0. 

Для алгебр Ли: . 

k=\ . . • • . . • , - . . • ..-••• 
Обладая большей общностью по сравнению с линейными, нелинейные 
представления имеют менее разнообразные свойства. Так, размерность 
п неприводимого нелинейного представления удовлетворяет неравенству: 
ранг группы ^ / г ^ число параметров группы. 

В работе [5] классифицированы все возможные (в том числе при-
водимые) нелинейные представления группыSU(2), которых оказалось 
больше, чем линейных. 

Переход к линейным представлениям осуществляется по форму-
лам: 

М? (д:) = ^ Tfkxk (в координатной реализации), 

• (3) 
п , ' • . . . 

Aff1 (х) У* Mk (х) — ( в функциональной реализации). 
ЛшА дхь дхк  k=i 

;; При этом если нелинейное представление неприводимо, то. линей-
ное, получаемое по (3), может оказаться приводимым. * • 

Алгебра Ли группы SU(3) имеет вид 

U 
2 ' 2 Ь ~f~> (4) 

.., /г=1 

где f i j k — структурные константы, Я£ — матрицы Гелл-Манна. 
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Рассмотрим комплексное расширение этой алгебры Ли: 

Тогда коммутационные соотношения (4) приобретут вид 

^ [Т3, Т±]=±Т±, [Г,Т± 1 = 0 , 

[Т\ U ^ ^F-jU*, [Y, t A J - ±U=, 

[Т\ y±J = [F, У±]=. ±V±, 

[Т+, Т-] =2Т3, [Y, Т 3 ] - 0 , (5) 

[Г+, у+] = [Т+, U-]J£/+, У + J О , [U+, и-] 

{Г", t/+J = [К-, U+] = 0, [V+, V-l - -f- r -i T3, 

. [U-, r - j - y - , 
J7+, y~J— - t / - , [F+, T - ] ' - - ^ , ! ' 
[(/+, J/-] = 7", JV+, £/-] - T+. 

*B терминах дифференциальной геометрии выписанные уравнения 
(1э) представляют собой систему квазилинейных.уравнений в частных 
производных первого порядка. Для нахождения генераторных функций 
нелинейного представления необходимо решить систему (5), т. е. найти 
ее частное решение и эквивалентные ему. 

Для получения 'максимальной размерности, компоненты генераторов 
надо построить функционально независимыми [7]. 

Идея нахождения решения, сформулированная в [5], сводится к 
последовательному выбору систем координат Определенного вида. Сна-
чала выбираем, такую систему координат, в которой один из генерато-
ров, имеет диагональный вид. Подставляя этот генератор в уравне-
ния (5),'получаем систему с меньшим числом уравнений, определяющую 
оставшиеся генераторные функции. Решаем полученную систему. Далее 
выбираем вид еще, одного генератора и повторяем указанную процеду-
ру. Преобразование координат, приводящее к выбранному виду второго 
г'енератора, должно сохранять форму первого генератора и, кроме того, 
быть невырожденным. Его существование определяется существованием 
решения дифференциального уравнения в частных производных. 

На основе теоремы 3, доказанной в [4], выбираем систему коор-
динат таким образом, чтобы генератор Г3 (х) и^мел диагональный вид: 

Задание конкретной формы генератора Г3(л:) приводит к конкретиза-
ции вида,остальных генераторов. Рассмотрев коммутаторы, содержащие 
Тй(х), получим семь уравнений для генераторов У±, У: 
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'(по повторяющимся индексам суммирование). 

Решая выписанные уравнения, находим 
Г Ut(x)=&Ut{zp), ).;:• \t(x)=Vt{zp), 

UT(x)=UT(zp), 5 Г (х) = х2
п VT (zp), 

Tt(x)=-L.Tt(zp), = • хп - : 
ТГ(х) = х1ТГ(гр), 

где U± (zp), V± (zp), Т ± (zp), V (zp) — произвольные функции аргумента 

z p = * L . ( p = 1,2, . . . ( я - 1 ) ) . 
' • . ' . • • Х п \ -

На следующем этапе вычислений предполагаем, что среди беско-
нечного множества систем координат, в которых диагонализуется гене-
ратор Т3(х), существуют такие, в которых другая генераторная функ-
ция = 1. Переход в такую бистему координат осуществляется с 
помощью невырожденного преобразования I 

• г ' 3 ' 1' 

сохраняющего вид генератора Tt (у) — —уПоэтому новые коорди-
наты должны удовлетворять системе уравнений . > ! -

' d y i l J M ^ . , v t ( x ) = 1 (сумма по k). | dxk 2 " 2 дхк 

Подставляя решение. первого уравнения yi=x n -y i (z p ) ' во второе, 
получаем ' й ! 

y i V f + - ^ - ( V t - z p V t ) = 1 (сумма по р). Ozp 

Если Vf zpVt Ф® хотя бы для одного р, то существует решение этого 
уравнения. Если же Vf—zpVt ~ 0 для всех р, то Г 

—̂ — для всех i— 1, 2, . . . j , 
у+ •.-•••..-•; t *:п , • 

• у' ' г \ ' ' 

Интересуясь представлениями максимальной размерности, мы не 
будем рассматривать возможность подобного вырождения. I 

Решениями шести соответствующих уравнений из (5), содержащих 
генератор V t ( x ) — 1, являются 

T f = - - ft{va), Т7 = xnUt + ( х ^ г - х ^ Ш 1 ; 
*h-i — хп • • . .. " -.-:! •. 
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Vt= (xn—i— Xnf Of (Va), UT = Ui (Va) - Xn i f . 

Yi = xn + ~xn) Yi Ы- ' ' 

V T ^ - f XnYt + (Xn-l - Xn)* VT(v «) + ( 2 * , - * , ) . 

где Y, V~ — произвольные функции аргумента 

• 2„ — 1 Хп. —
 ХП 

%-х —• 1 Хп-1 — Хп « = .1, 2, . . . , ( п - 2 ) . 

Здесь новые координаты вновь обозначены через 
На третьем этапе вычислений переходим в такую систему' коорди-

нат, в которой 

«£ + 1 

Рещение коммутационных соотношений,; содержащих генератор Tt , 
приводит к дальнейшей конкретизации пяти оставшихся генераторов. 

Продолжая этот процесс аналогичным образом, найдем следую-
щее представление алгебры Ли группы SU(3): 

1. 

2: Vt= U 

3. Tf = 

/ 

1 
(*n-i —,хп) (vc + 1) 

4. u t = ( X n - \ ~ - x t f 1 + 

• f £ + l 

5. П = X H - i x n - i - x j 12 - [1 + д ^ щ - щ ) ; 

6. T T ^ x J J T + {Ха-\-ХпУ vi + 1 vi -j-1 
1 

7.'VT = 

I (Vi - l)5  

VI (Vi + 1) у с —• 1 

- f / Г + З M t v - 1 ) _ 1 ) J i-
«f.-t-1 

• 2 - ' a 
Vi+l , 

Vi + 1 
yt 

8. U7 = 
Vi + 1 rf. 

i t t-1 

t>?-l 

+ ta-i)e[i - - J g! + (it-i)20 4-.»?) 
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где 
._ _ frg-1)2 • __ уп_3 

Va — . У%=—г^—— v , ч® —— 
Хп-1—Хп ' % (On-2 — I ) 2 • уф Уп-3 — 1 ; ' . 

Рл-1 = 1, . Уп-2 = 1, Цп-3=1, | 

оя = 0. Уп-\ — Уп — 0, 2 — Яn—i = Цп~ О, | (7) 

^ 1 №-4 „ _ 'л-1 tn_5 / : 
?v Чп-4 ~ 1 t% tn_5 — 1 

^тг—4 = 1, Un—5— J , 

^г-3 = • • • = tn =>. 0, = un = 0, 

"x «п-в — 1 : 

• • • = = 0. • 

В отличие от работы [5], где найдены нелинейные представления 
алгебры Ли группы SU(2), имеющей ранг, равный 1, здесь построено 
представление алгебры Ли ранга 2. В такой алгебре Ли подалгебра 
Картана состоит из двух генераторов, коммутирующих между собой. 
Это обстоятельство ведет к существенному усложнению вида генерато-
ров представления. j 

Итак, установлено, что генераторы любого невырожденного пред-
ставления могут быть приведены к виду (6). Для решения вопроса о 
приводимости следует рассмотреть инварианты построенного представ-
ления. Инварианты 1(х) представления алгебры Ли определяются из 
уравнений (2) 

дхк fe=l 

± т-З 
где -

: М%(х) = {П, П, V?, U f , Y}. - (8) 
. ( • ' • ' • • • ! • 

Решаем уравнения (2), последовательно подставляя генераторы 
(8). Тогда на каждом этапе уравнения удовлетворяются произвольной 
функцией аргументов zDvaу% ->• q® tv -> wx- определенных фор-
мулами (7). В итоге .получаем, что система (2) допускает (п—8) 

• первых интегралов 

, 0 = 1 , 2, . . . , (п — 8) 

и ее решением является произвольная функция аргумента ра, в част-
ности 1 ( р ) = р а . ; 

Отсюда 'следует, что любое'невырожденное 'нелинейное представле-
ние алгебры Ли группы SU(3) имеет (п—8) инвариантов; поэтому оно 
приводимо и распадается на (п—8) одномерных и одно восьмимерное 
неприводимое представление. Таким образом, в восьмимерном простран-
стве (я—8) лостроенноё представление неприводимо. 
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