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. Исследована теория возмущений для статистических систем при отсутств 
лого параметра взаимодействия. Предложена новая форма условий согласования 
деляющих параметры пробного гриниана при.; итерировании нелинейных (пропага 
уравнений. В качестве примеров рассмотрены супергармоническое, полугармош 
и псевдогармоническое приближения для-молекулярного кристалла. 

- ; / • 

Теория возмущений^ 

Рассмотрим, статистическую систему в пятимерном про 
стве {у}, j 

' • у --= {х, t}\ х ~ {г, /}; Г = {/-£>; г = 1, 2, 3, 

ии ма-
,опре-

горных 
меское 

:тра'н-

где / координата внутренней степени свободы или индекс макроско-
пического состояния [1,2] (или их комбинация). 
Для краткости в дальнейшем будем использовать обозначения 

Ф (Ух = Ф (1 dy1... dyn=d{ 1 ... п). 

Допустим, неизвестно точное решение уравнения движения 

- J G- 1 (13) G (32) d(3) =•= б (12), 

но известно решение некоторой модельной задачи 

j* Go"1 (13) G0 (32) d (3) = б (12). ' 

(2) 

(3) 

oinpe-Здесь и яиже. под G подразумевается причинная функция Грина, 
деленная обычным образом через полевые операторы, либо аксиомати-
чески [3]. На основании (2) и (3), введя ядро 

/((12) = J G0 (13) {G^1 (32) - G-j1 (32)] d (3), (4) 

можно записать уравнение i 

G (12) = G0 (12) -Ь j A" (13) G (32) d (3). (5) 
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Нелинейное интегральное уравнение (5) можно решать различными 
приближенными методами [4]. Будем, например, итерировать его по 
схеме -

» 

G„ Kn+i , • 

в которой к п — п — итерированный функционал (4), 

' Kn+x = K { G ^ } , Ĝ T+i = G - 1 {Gw}. 

Очевидно, если 'взаимодействие частиц достаточно сильно, то за 
нулевое приближение G0 нельзя 'взять пропагатор свободных части^. 
В качестве Go берется пробный ifринйан, параметры которого апределя-

* ются из дополнительных условий. Предлагаются следующие условия 
согласования: средние значения операторов О , соответствующих наблк> 
даемым величинам, вычисление с помощью n-f-1 и п итераций, совпа-
дают, т. е. , 

Г lim lim О (1) [Gn+i (12) — Grt (12)] dxy ^ 0. (6) 
J x2->xl t12-*—0 

Через 112 Записана разность t\—Нужно брать столько разных равенств 
' (6), сколько параметров содержит G0. :Из всех возможных выбираются 

те операторы О, средние от которых "в исследуемой 'ситуации надо 
знать с наибольшей точностью. Когда левая часть (6) пропорциональ-
на среднему числу частиц, то при переходе к термодинамическому пре-' 
делу следует поделить уравнение (6) на 

, :-•"•.;' * iV — ± i f lim lim G {12) dxx. 

Останавливаясь на йервом итерационном шаге и учитывая (5), 
вместо (6) получим , , " .. 

Г lim lim 0 ( 1 ) Kt (13) G0 (32) d (3) dx{ •• 0. (7) 

Условия (7) и (8) справедливы и для равновесных и, для неравно-
весных систем. В случае первых удобно перейти к Фурье-представле-
нию по %=t^-t ' , 

- I 1 ф(г/, ± _ x',.(d)e-iwid(a. 

Здесь понимается определенный интеграл в интервале (—оо, +оо) . 
•V При этом , 

к(х, со) = j G0(х, х", со) JG^1 (х", со) — G~l (х", х', со)] dx", 

' , N ~ f lim lim G(x, x', ы)еШх dadx, 

a (7) принимает вид ' 

lim Г G0 (x', co)€> (л:) Ki (x, x', со) eim d(o dxdx' = 0. (8) 

Оператор О (x) — тот же, что и О (у). \ 
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Условия согласования 

Проследим, ясак упрощаются условия согласования (8) в некото-
рых частных .случаях. , 

Пусть G0 разлагается по волновым функциям, 

G0 (х, х', со) , , £ Gn(со) %(х) ^ ( х ' ) , (9) 
n 

В разложении (9) п — полный набор индексов, характеризующих 
волновые функции; верхний знак — для бозе, нижний — для Ферми-
систем; 

G((f l |= 1 ± п " Ы 
со — соя + ' 0 со — (оп — Ю • 

: п(со) = ( е ^ Т I)-1 . 

С использованием обозначений 

Д(х, х', со) — G "̂1 (х, х, о))—GT l (х, х', со), 

Д,„„ ((о) = Jim (х) А (х, х', <о) г|;„ (х') dx dx', * (10) 

= j i n (*) О (X) г|)я (x) dx, 

уравнение (8) преобразуется к . ! 

lim f.et*. Gn(<d)0mnA ( с о ) = 0. (11). 
от/г 

Теперь N = X n(con). При переходе от (8) к (11) необходимо соблюдать 
п * 

осторожность, ИОМ'НЯ о том, что . . 
lim G (x, х', со) = ± lim G(x', х, — (о). ' „ 

Положим,^ (10) не зависит от частоты со, 
А(х, я ' , со) = А (л:, х'), - (12) 

следовательно, от нее не зависит и Атп (со) = Д/7Ш. Замечая, что 

lim ГеШхGm (ев) Gn(со) dm•== ± 2%i п(<а/"}~гаЫ , 
т-Н-0 J • — СО/я 

из (11) находим 
у пШ-пЫ ,,. ( 1 3 ) 
AJ • ©ft —С0т : • 

, тп 

Допустим, собственные функции оператора 0(*) совпадают c-i |)„(4 

Тогда 0 m n = а так как . } 
l i m = V 
Т - * П (ON —• С0Ш

 ; 
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то (13) приводится к форме 

, %еппЧ<»п)е^пЬпп==0. (14) 

Обратим внимание на то, что для интеграла 

предельные переходы т + 0 некоммутативны: 

lim lim Imn (т) = ± 2ш пг (сой) е р сЧ 
, т-*п t-»-j-0 

lim Mml^ix) = + о о . 
. т-»+0 т-*п 

Смысл имеет лишь первая последовательность пределов, что есте-
ственно, поскольку первоначально задается уравнение движения, зна-
чит и А(х, хг, со), а уже 'потом для условий согласования подбираются 
операторы О. (х). 

Здесь важно применение именно 'причинных гриновских функций. 
Для запаздывающих гринианов равенство (11) при справедливости 
(12) превращается в тождество вследствие того, что для них 
lim 4 т СО = 0. 

т-»+о - > 
Если та ((оп) быстро убывает >с, ростом я, то в сумме (14) можно ос-

тавить конечное число слагаемых. Оставив одно первое слагаемое с 
п — 0, получим условие согласования 

J % (х) А х') f 0 (л:') dx dx' = 0. : (15) 

Пример применения 

Рассмотрим применение предложенных условий согласования на 
примере немагнитного, локализованного (гриновская функция пред--
ставляется суммой по узлам G=2, Ga) кристалла, который описывается 
псевдохартриевским (приближение Хартри< с эффективным потенциа-
лом) уравнением [5, 6] (классический аналог см. в работе [7]) . В этом, 
случае выражение (10) имеет вид 

А (г, г' со) = (г) —̂  У0 (г)] б (г —> г'). , 

Среднее поле 

Vi (г) = J Р (г') £ ф ( г , г' + a ) d r ' f 
а 

где а — решеточный вёктор, является функционалом от псевдопотеи-
циала Ф, включающего в себя парную корреляцию частиц. Подстанов-
ка вместо Ф потенциала взаимодействия голых частиц, как известно 
[8], чаще всего приводит к расходящимся величинам. Нулевому приб-
лижению соответствует потенциал изотропного гармонического, осцил-
лятора ' 

V0 (г) = йо Т т0 ©о (г ~ а)2/2; u0 = w £Ф (а, Ь). 
ь 
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Здесь w — число частиц на элементарную ячейку: 

w = Jр(г)dr — £ «К/), 
[nlm 

nlm 
\ ; -

<°«г = "о + ®о (2я 4- / -I- - | - j — ц. 

За исходную модель можно 'было бы взять ангармонический осцил-
лятор [9, 10], но это скорее всего привело бы к неоправданному 
усложнению расчетов и потому вряд ли рационально. 

Для определения единственного пробного параметра о)0 будем ис-
ходить из условия согласования (14) .с единичным оператором О: 

nlm 

^nlm 

^ ^ ( ( о ^ ^ ^ А ^ + О , (16) 
nlm , j ; 

J l . ^ i » (г — а) |» ( r ) |— V0 f r ) ] d r . , . (17) 
Среднее -

• ( Ф (**)) n'm ' J i ^«/m (Г) I2 Ф С»*) 

для ф = г 2 нетрудно найти по теореме вириала, что дает 

' ' {^)nlm 1- г / т 0 ®0-. ' ' ' . 

'Гак как n((oni) быстро уменьшается при увеличении п, I, то возможно 
ограничиться-одним 'слагаемым из (16) с п=1—0, что эквивалентно 
(15). Для ©о получается уравнение 

\ со0= 4 (Ф0—м0)/3, 

•bs Ц р % (г) I21 % (г') I-2 Ф (г f a, r ' > b) dr.dr', -

причем I • '• ' 

• w=--= п (Е0 — ц) и0 ;г 

Поскольку при вычислении гармонической частоты о)0 учитываются-

ангармонизмы всех порядков без исключения (псевдопотенциал Ф не 
разлагается в тейлоровский ряд), подобное приближение можно на- ' 
звать супергармоничеокйм. Обычно же потенциал взаимодействия раз-
лагается в ряд по отклонениям от узлов. . ; 

Основной вклад в интеграл (17) вносит область, вблизи г = а , по-
этому разумно воспользоваться разложением 

Ф (Г + а, r'.-f b) 0)Ф (а, г' +vb), . 

(18) 

(г, г ' ) - J ] ^аь(Г, Г') - > : ( Гi — -I- Гс д . - д 

дО{ Г db. 
»=1 ' ' . :' ' 
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Ограничиваясь вторым (порядком указанного .разложения и прини-
мая во внимание следующие свойства: . ' 

i J ^ р (г) dr == О, J гtrj р (г) dr = 8ц J 4 Р (г) dr, 

^ j j (rt)n:m— —~ {Г2)п/т 3 
т.——I 

и обозначения 

• . : Ф А = ш £ { Ф ( а , г + Ь))0, .: < 
а 

• - r - i i t - ^ - < ® ( « - ь » . , 
3m0 dmi LU aa2 U •/' a i~i _ 

находим из (15) частоту , . 

со0 = -L [2 (ФЛ - «о) + 1/4 ( Ф й - « о ) 2 1.9(0^1 

в полугармоничеаком 'приближении. Оставляя в разложении (18) n-p 1 
слагаемое, мы 'получили бы полу ангармоническое 'приближение я- го по-
рядка (по определению). 

Если при преобразовании (17) воспользоваться тем, что функция 
Î'n/m(г-—а) резко убывает в среднем при удалении от узла г = а и раз-

лагать псевдопотенциал, то логично разлагать его по обеим коорди-
натам: . .'-

о® 

Ф (г + а, г' + Ъ) = 2 Г') Ф (а, Ь). (19) 

Введем обозначения 
; - • '..•" а ' 

3/no Z j Z j v 

... ^ 
3 

2 aw VI VI д2 
С02 Зт0 <Ll дь2 " 

Ь i=1 4 ^ 

/"о—У]я К , ) <г2>га,от. Ш W 
hi 

Во втором порядке разложения (19) уравнение (16) содержит ве-
личину " • 

2 
т 0 

• £ Д й г т = [ с о ? _ ( 2 / 1)<0о] (г2)„гт + ( 2 / + 1)(оГ/1 

Данное приближение, идентичное >псевдогармоиическому, в простей-
*шем случае я = / = 0 , когда • , 1 

r l = (г2)о= 3/2т0со0, 
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4 Учет / i+ l . члена в сумме (19) привел бы к псе|вдоангармойическо-
му приближению «.-го порядка. 

Для разностного потенциала ф ( г , г ' )=Ф(г—г ' ) , так как 
(oi=«>2, то, на основании (20), со0 = •- сох ] /2 . . j ' • 
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