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В работе развивается теория гравитационного поля в 
специального типа, сохраняющем группу Лоренца. Одновременно
локальной анизотропии пространства-времени, Доступная в пр*
ментальной проверке. Ковариантный закон сохранения энергии
ного поля в касательном пространстве оказывается" интегрируемы
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ПРОСТРАНСТВЕ,
ЕМА

*слеровом пространстве
исследуется структура

нципе прямой экспери-
•импульса гравитаЦион-
:м.

Вопрос о возможности формулировки послед-
гравитационного Доля в финслеровом пространстве,
согласована с основными физическими принципами
значение. После того как теория финслеровых
нашла свои классические основания в книге Э. Кар'
Финслера» [3], рядом авторов на основе результат
чалйсь математические вопросы, непосредственно
стремлении обобщить риманову геометрическую структуру на финсле-
рову. А именно: формулировка вариационной задачи, в частности для
скалярной финслеровой кривизны путем обобщена метода Палатини,
исследование соответствия между кривизной) финсл
и касательных к ним римановых (Хорват и IMoop
формулировка аналога уравнений Эйнштейна й кас
ствах (Такено [7]) й др.^ Результаты этих исследований, имеющих пре-
имущественно формальное математическое содержание, не, привели к 
замкнутому варианту обобщенной теории.

Оставался открытым вопрос о конкретизации ти
странства на основе физических принципов. Указыва

звательной .теории
структура которого

имеет актуальное
пространств [1, 2]
ана «Пространства
)в этой теории изу-
возникающие при

зровых пространств
4, 5], Такено [6]),
ательных простран-

па финслерова про-
я на необходимость

конкретизации, Такено отмечает [7] только, что оно не может принад-
лежать ряду известныд типов, так как в них тензор
ных 'пространств равен нулю. Независимо от этих.работ предположен
о финслеровом отклонении римановых свойств пр остранства-времени
было использовано Киржницем и Чечиным для об
спектра космических лучей [9, 10]

Выполненное ими исследование содержит указ
наличие локальной анизотропии . пространства-времени, описываемой
финслеровой. геометрией, однако экспериментальные данные не содер-
жат пока достаточной информации о финслеровом т 
исследование, Богословский предположил [11, 12]
обусловлена наличием выделенного направления, однако ряд геометри-

кривизны касатель-
ие
ни

ъяснения аномалии

ание на возможное

йпе. Продолжая это
что анизотропия
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ческих: вопросов, в том числе вопрос "о сигнатуре соответствующего фин-
слерова метрического тензора, остается неясным.

В настоящей работе развивается теория гравитационного поля и 
исследуется структура локальной анизотропии в финслеровом простран-
стве конкретного типа [13], отвечающем следующим диктуемым основ-
ными физическими принципами требованиям: 1) релятивистская сигна-
тура финслерова метрического тензора (§ 1); 2) транзитивность
/С-группы симметрии индикатрисы (§.2); 3) касание с произвольными
римановыми пространствами релятивистской сигнатуры (§ 3); 4) инте-
грируемость ковариантного закона сохранения энергии-импульса грави-
тационного поля в, касательном пространстве (§ 4). • 

Общее содержание п. 1 очевидно; п, 2 требует, чтобы любые две
локальные инерциальные системы отсчета (л. и. с. <э.) были связаны
кинематическим преобразованием. Через весьма важную концепцию
касания, согласно п. 3, рассматриваемая ниже финслерова структура
находит свою роль более первичной геометрической подструктуры
римановой структуры пространства-времени. Ее существование не
приводит к видоизменению эйнштейновских уравнений гравитационного
поля, записываемых на касательных к финслеровоА подструктуре
риманова пространства 3). Это обстоятельство можно рассматри-
вать как следствие того, что изучение ', внутренних геометрических
свойств риманова пространства не дает никакой информации о том,
находится ли оно в состоянии касания с каким-либо другим простран-
ством или нет. Является ли финслерова подструктура просто всегда
возможной математической конструкцией, Или же она действительно
существует в природе и, следовательно, определяет локально анизо-
тропные свойства пространства-времени, должен показать эксперимент
(см. § 2). Финслерова структура дополняет риманову и< Дает новые
конструктивные возможности для анализа ряда проблем общей теории
относительности и, в частности, проблемы неинтегрируемости ковари-
антных законов сохранения. В § 4' приведены результаты расчета (что
говорит о выполнении требований п. 4), хотя этот пункт и не так очеви-
ден, как необходимость требований пп. 1—3.

Найденное нами финслерово пространство будет ниже введено Цо
определению, и в процессе дальнейшего развития основанной на нем
теории будет показано выполнение требований пп. 1—4.

Из расчета, результаты которого приведены в § 4, следует, что
построенный по тензору кривизны касатёльного пространства эйнштей-
ниан совпадает с тензором Такено (19) (см. [7] ). В этом смысле мож-
но говорить о- метрическом тензоре (2) как о решении , уравнений
Такено". Тензор (19) был предложен Такено как простейшее выраже-
ние, отвечающее известным в финслеровой геометрии общим тожде-
ствам. Интегрируемость его ковариантного закона сохранения в общем
случае не имеет места; она является следствием выражения (2).

В работах [4—7] оставалась неясной интерпретация 'зависимости
геометрических объектов от векторов х касательных пространств. Ниже
мы последовательно проводим интерпретацию зависимости от х как от
векторов возможных скоростей л. и. с. о.

§ 1. Финслерова геометрия, определяемая полем реперов

На. четырехмерном дифференцируемом многообразии класса С3

зададим поле реперов (х) и им взаимных S? (х); i, /, ..., A, B=i 
— 1, 2, 3, 4. Измеряя длину какого-либо вектора х, принадлежащего
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касательному к многообразию в некоторой т. х пространству Т(х), кор-
нем четвертой степени из отношения объема пара
диагональю х и параллельными S^ (х) ребрами
топа, построенного просто на S1A{X) получим, ^ак нетрудно понять
(см., например, [15]):

ллелотопа с большой,
s объему параллело-

А^ 1 , 

Такой способ измерения Длины посредством объема дает для финсле-
рова метрического тензора [1] следующее выражение:

/тп (•*">

Где

1 аая(х, х)
2 дхтдхп

Уп

4! £ s t y
А-1

dF
дхт — fmn \ Хп

В дальнейшем всегда предполагается xmSm >
чае метрическая функция (1) совпадает с релятиш
Важное свойство финслерова метрического! тензор;
что он при произвольном х имеет релятивистскую сигнатуру (+ ———).
Его можно рассматривать как следствие возможности задания частич-
ной упорядоченности между - векторами а, Ь^Т(х \ 
дует за Ь, если amSm > bmSm. [14],. Нетрудно проверить непосредственно,
ЧТО V ' ! 

i ( i )

'US^)y l y I F r - 2
i : (2)

(3 )

0. В двумерном слу-
истским' интервалом,
а (2) состоит в том,

f _ f® fl fl i f'z f6fmn — Tmfti fmlni fmfw /mfn1 ol'i p2 <•3 гЗ

где

Уп n o2(25г S; оЯ o303 dm" iSm)>

Уп : / rVW л4 . pi ri3 \ 1040m T" озОге;

и B3
НО ЭКВИ

Выражения для взаимного]» (2) тензора f
fp,. где P,' Q — 0, 1, 2, 3, имеют соответствен
чаясь лишь заменой ym SA - ^ S f , Sn~*-SA-
неоднозначно, но лишь с точностью до преобразо
ренца (по индексу Р) . ! I 

Финслерова метрическая функция (1) опред
группу локальных симметрий: группу линейных од
ваний с действительными коэффициентами Кп
х ^ Т( х ) , оставляющих инвариантной! принадлежащ
гиперповерхность F(x, х) = 1, называемую индика
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валентный вид, отли-
f-Репер определяется
заний из группы Л о-

(4)

еляет также другую
породных преобразо-
(х) над векторами
ую Т(х) трехмерную

грисой (в римановом



случае она является (псевдо-) сферой). Из определения этой группы
F (х, Кп (х) хп) — F(x, Т(х) в нашем .случае (1) немедленно
следует, что она является группой анизотропных унимодулярных дила-
таций по направлениям 5-векторов, а именно

• ' kASrZ(x)SUx), (5)

где — 1. Коэффициенты взаимного преобразования имеют аналогич-
ный вид

K*n(x) = Y i k A S'2(x)s i(x) , (6)
' . А=\ \ 

где kA = l/kA.

§ 2. Группа.кинематических преобразований

Возьмем два каких-либо вектора хг, х2^Т (х) и обозначим

а"' = x?/F (х, jcx), bm ^ x'i/F (х, x j . 1

Так как связывающее их К-преобразование находится однозначно (доста-
точно в (5) положить kA == (Smbm)(Sian)~l), то /(-группа действует транзи-
тивно На индикатрисе.. Четыре собственные оси координат двух л. и. с. о.
с векторами скорости а т и Ьт (предполагается, конечно, amSm > G, bmSm > 0)
геометрически отобразятся реперами fp (X, а) и fp(x,b) соответственно, а 
также им взаимными. Справедливо,; как нетрудно убедиться.

fp (х, b) ~ Knfp (х, a), fm (х, b) == K*mfn (х, а). (7)

Это преобразование дает закон перехода между базисами рассмат-
риваемых л. и. с. о. Поэтому /(-группа находит свою физическую интер-
претацию как группа кинематических преобразований. В отличие,отднее
группа Лоренца является группой симметрии (группой Клейна, с гео-
метрической точки зрения) каждой выбраНной системы отсчета. Фор-
мально, /(-группа действует на векторный индекс т , группа Лоренца — 
на нумерующий индекс Р реперов f p , fm. Наглядный смысл преобра-
зования Ь™ = Кпап

 СОСТОИТ В том, что оно связывает такие пары векто-
ров а, Ь^Т(х), которые относительно базисов собственных л. и. с. о.,
преобразуемых ими друг в друга, имеют одинаковые координаты, т. е.
am fm(x, a) = bmfm(x, b), как следствие (7).

Зафиксируем вектор ап. Относительно л. и. с. о. с базисным ре-
пером fm(x, а) произвольный вектор х^Т(х) имеет координаты

x? = fn(x, а)>. ' (8)
В частности,- используя (.4), находим - , 

. ' 4 (9)
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I - H - V f ' 8 !
Имеет место SP/SO = СР= С А- Так как F(x, а) Ф 1 по

Используя (9), нетрудно проверить следующие тождества

£ САСВ = — 2ба р ,
Л=1 АФ-В

где а, Р = 1 , 2 ,3 . > 
Теперь можно сравнить дисперсионное соотношение, отвечающее

группе Лоренца ,1

с другим дисперсионным соотношением, ! отвечающим /(-группе,
или в явной записи с учетом определения (1) и струк-

' ' J 1 ) , ' туры коэффициентов (9), а также тождеств (10)— ( 

4 К З .pi — k2 V2] VT2 + k2

— б1^1-]; - k2 У2)2 — 2 (£3)2

Расхождение доежду (12) и (13) начинается !лишь
(K?/M)S, тем не менее для шести направлений,' к 
из условия равенства нулю выражений перед k° в сто
гочлене (13), например, kl = k2=0, совпадение ]COOTHQI
точное. Порядок приближения соответствия k°, = k0, к
ствию kp— FpQ (k) kQ, естественно, на единицу нцже.

Очевидно, ар = бо. -Скорости движения л. й. е., о.
сти Ь т относительно л. и. с.: о. с вектором скорости
будут, как нетрудно понять, соответственно равны

U\ba) — Ко-= ~ — У CjikA,
i А=гЛ

• • 4 • . ' ••
ЩАЬ) = КОР ~ ^ САНА 

A-1 • • ! 

(йспользовано равенство So = 1 / 4 5л, следующее из (2) f - (4)). Отвечающие
им трехмерные скорости равны

Vfba)
\Ьа)

и(6а)

НаЬ)

«S
АО

А0

определению,' то

(12)

2 + 3 (&3)2] k°

= (М) 4 .

членов порядка
оторые находятся
пени 1 и 0 в мно-
нений (12) и (13)
=—k a к соответ-

с вектором скоро-
а т и обратная ей



Принцип взаимности обратных скоростей, которому отвечает равенство
Уфа) = — Vfab), Играющий большую конструктивную роль в структуре
группы Лоренца (см. [16]), будет выполняться лишь приближенно:

Величины С А, СР имеют ясный физический смы,сл инвариантных
относительно ^'преобразований скоростей, как это следует из (5) —(6)
и их определения после простого рассмотрения.

Генераторы /(-группы нетрудно найти. В качестве независимых
параметров удобно выбрать V06. Из (5) получим KQ — 6q + 1%,аУа + 
+ о (1^), где искомые генераторы равны < 

- ,Р 1 V1 f>PMr>A
1Q,а = — 2j ^A^QL, 

Они коммутируют друг с другом. Следовательно, /(-группа является
трехпараметрической абелевой группой. Она не содержит чисто про-
странственных (трехмерных) преобразований реперов, так как из (5)
и определения, Va немедленно следует К^{Уа— 0) =* 6q. В этом смысле
она содержит чисто кинематические преобразования.

Так как группа Лоренца является группой симметрий каждой
л. и. с. о., то согласие настоящего подхода с экспериментальным бази-
сом современной физики, основанном на группе Лоренца, сохраняется.
Однако группа кинематических преобразований, описывающая пере-
ходы между различными, л. и! с. о., не обязана априори совпадать с 
группой Лоренца: в развитой выше теории она совпадает с /(-группой.
В сущности на этом возможном различии основано обобщение рима-
новой структуры пространства-времени на финслерову. Первую есте-
ственно называть локально-изотропной, вторую —локально-анизотроп-
ной. До, сих пор, насколько известно автору, прямые измерения анизо-
тропии пространства-времени не проводились. Ее обнаружение имело
бы очень большое значение для- теории полей и частиц.' Прямые изме-
рения -предполагают* наличие по крайней мере двух различных л. и. с. о.,
т. е. связанных, с двумя различными телами. Если при их инерциальном
движении в непосредственной близости друг от друга измерять про-
странственно-временные характеристики сигналов приборами обоих
л. и. с. of., базисы .которых согласованы с лоренцевыми -инвариантами
внутри каждой л. и. с. о., то возможно проверить существование пред-
полагаемых, анизотропных эффектов (например, отмеченное , выше на-
рушение принципа взаимности). Записанные выше формулы содержат
необходимую информацию для оценок; систематическое изложение бу-
дет дано в другой работе.

§ 3. Касание с римановыми пространствами

Вследствие зависимости метрического тензора (2) от векторов
х^Т(х) с финслеровым пространством вдоль различных конгруэнций
кривых 11{х) касаются различные римановы пространства с метриче-
ским тензором

• ' gmn($= fmn(x, I W-
' Риманово пространство является частным случаем финслерова в том

смысле, что с ним по всевозможным конгруэнциям касается одно и то
же риманово пространство, Совпадающее с исходным. Введенное выше
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фиислерово пространство согласовано с формализм
относительности в ее римановой формулировке вс.
любое риманово пространство релятивистской сигн
может, и весьма простым, способом, рассматриватьс
к нему. Действительно, рассмотрим конгруэнцию

$'(*) - £ А (х). 
1

ом общей теории
гедствйе того, что
•1туры ( + — — —)
я как касательное

рическим тензором
Кп (х) какое-либо

Возьмем произвольное риманово пространство с мет
gmn (х) вышеуказанной сигнатуры и обозначим через
поле его собственных тетрад. Подстановка вместо хт в (4) показы-
вает, что fn{x,S(x)) и Sm(x) связаны линейным невырожденным пре
образованием с действительными коэффициентами. Е осле отождествле-
ния hm и fm(x, S(x)) нетрудно выразить через hm

что
тем самым полу-

йскомое равенствочить такой финслеров метрический тензор
gmn { х ) — fmn (X, S ( Х ) ) ВЫНОЛНЯВТСЯ.

Подстановка Sm в (2) после несложных преобр

' ' ' 1 4

8тп~ S"1 —J r S
A—I B=1

Уравнения'Эйнштейна для этого риманова метричеср
одновременно уравнениями для искомых векторов <!>т (лг) эквивалент-
ными уравнениями Эйнштейна в тетрадной формулировке.

азовании дает

;ого тензора будут

§ 4. Интегрируемый ковариантный закон сохранения
энергии-импульса гравитационного по^я в касательном

пространстве
По определению (2), запись символов Кристоффеля касательного

пространства упрощается:
Л I dfmn, dfkm dfnk M l Cmnk — dxk дхп дхт

a/„
dxk (14)

Этот объект симметричен по всем индексам и является геометрическим
тензором, так как дифференцирование по векторам является Тензорной
операцией. Из однородности финслерова метрической
fopaM * нулевой степени следует тождество I 

Cmnk(x,x)xk = 0. j . (15)
Запишем по обычной в римановой геометрии формуле (дифферен

цируя по векторам х) тензор кривизны касательного пространства,
который мы обозначим через — SJ •т п Вследствие очевидного тождества
df^jdx' — —• 2Cmni мы получим просто I 

^imn = Сbir£jik
m - CkimOk

n.
В нашем случае подстановка (2) в (14) с учётом (3

о тензора по век-

(16)

Ckin = Ыт + yifnk + yJki)F~2 - 4 Уь'МгГ* + l f ~ 4 £
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t y ^ f s i s f s l

(17)



Как нетрудно убедиться, эти коэффициенты обладают следующим заме-
чательным свойством:

V Ck
ik = fknCkin= О, ' ; - (18)

которое, очевидно, эквивалентно утверждению, что детерминант финсле-
рова метрического тензора не зависит от векторов х. Тождество (18)
лежит в основе дальнейших расчетов. После подстановки (17) в (16)
несложной, хотя и несколько громоздкой, выкдадкой находим-

F2Sijmn=- f i j j m "fimfin' УJ (Ут?in UtS'lm) F 

/ . Г Ус (y,Jjn — УJim) F~2'

(Пространство оказывается принадлежащим 53-типу [8]), Отсюда
легко находим тензор энергии-импульса гравитационного поля в каса-
тельно^ пространстве , ' 

ТТП — _ ' Д , ^ g m n _ FMN§^ = ^ТП + j , ( 1 9 )

где Я —константа. Он совпадает с тензором, предложенным Такено [7] , 
и в этом смысле финслеров метрический тензор (2) является решением
уравнений Такено в касательном пространстве. При гидродинамической
аналогии он отвечает представлению о гравитационном поле как об
идеальной жидкости с отношением давления к плотности, равным !/з по
абсолютной величине, с положительной плотностью F~A и отрицатель-
ным давлением. Последнее обстоятельство правильно отражает тенден-
цию гравитационного поля к сжатию (в противоположность к тенден-
ции идеального газа к расширению). Из тождеств Бьянки следует ко-
вариантный закон его сохранения

+ + = .

Он действительно является законом сохранения, так как вследствие
нашей конкретизации финслерова пространства из (19) и тождеств (15)
•и (18) немедленно следует

^ дттп
Т о т . — 1 . 

дхп ' 
т. е. его интегрируемость. , . , .'*.•

Переходя к -координатам локального наблюдателя, ,с помощью (8).
нетрудно найти TpQ. В частности,

= — ^ [3 ( > ) 2 - > О 

(напомним, что всегда предполагается xnSn > 0). Выражение для
F*(xp) совпадает с левой частью (13) при формальной замене kp

на хр. ' ; . 
Во всех формулах настоящего параграфа координаты многообра-

зия могут рассматриваться как параметры. , 
За отсутствием места мы не имеем возможности в полной мере

изложить здесь теорию законов сохранения в касательных простран-
ствах, а также провести последовательную формулировку теории элек-
тромагнитного поля в финслеровом пространстве рассматриваемого
типа. Изложение этих вопросов должно сопровождаться более полным
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а понятии четырех-
яемого полем репе-
публикации,

жолова за поддерж-
рассмотренных в па-

развитием математической теории; основанного' н 
, мерного объема финслерова пространства, '.определ

ров. Этим вопросам будут посвящены -дальнейшие
В заключение автор благодарит проф. А. А. С 

ку, а также проф. Э. Г. Позняка за обсуждение
стоящей работе вопросов.
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