
Подставляя (4) в (2), получим i выраже1 ше i для конфигу 
ной энергии кристалла: ! 

f = Г 1 In j е - РУ(Х) d»x + Yi 
; I •• Р--2 : 

з / 

(Kp(x, x a , 

a=l P=2 

Выражение (8), несмотря на квадратичную форму само 
ла, «в среднем» учитывает энгармонизм все:с порядков. Оно 
мику кристалла с многочастичным взаимодействием в широк* 
температур. 

Полученные результаты будут использованы в последую 
тия теории полиморфных превращений. 

Автор выражает благодарность проф. Й. П. Базарову 
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Н. Н. АХМ ЕДИЕВ 

ИЗЛУЧЕНИЕ ЭЛЕКТРОНА В ПОЛЕ ДВУЗ 
НЕКОЛЛИНЕАРНЫХ §Л^КТРОМАГНИТ 

• Исследованию излучения электрона в поле двух плоских 
тромагнитных волн посвящено ряд работ [1 
волновые векторы обеих волн коллинеарны. Это: предположе 
Hoei релятивистское, как полуклассическое [1 

рационной части свобод-

2, V . Хр)) - f - у Р 1 In 2л;е (8) 
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ицих работах для разви-

за руководство работой. 
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х п л о с к и х 
НЫХ в о л н 

задачи без ограничений, налагаемых на интенсивности падающих в о л н В реальных 
же экспериментах по рассеянию света электронами параметр 
обычИо мал, и в этом случае можно найти 
чальными членами разложения интенсивности 

приближенное р 
рассеянного све 

при нахождении интенсивности i излучения суммарных и разнс 
учитывать не только нелинейный характер движения электр 
ческой волны, но также и нелинейность процесса излучения 

Последний эффект дает квадрупольный и магнитно-дип 
ние гармоник и Суммарной и разностной частот. Поскольку оба типа нелинейности 

сравнимые вкла ды в величину интенсив-квадратичны по параметру q, то они дают 
ности и пренебречь квадрупольным и магнит^о-дипольным из|лучениями в данном слу-
чае нельзя. ; ' 

Изложенный метод решения позволяет 
ционных частот при произвольных направлениях распространения волн, а также при 
произвольной их поляризации. В данной работе для простоты рассмотрен случай двух 
линейно-поляризованных волн,: распространяющихся под углом 2% друг к другу и 

1 Точное решение уравнения i движения 
тромагнитных волн наталкивается на определ 

/ - ! • . • • 
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интенсивности q=eEjma}C 
^шение, определяемое на-
га по параметру q. Тогда 
стных частот необходимо 

она в поле монохромаги-
электроном света, 

эльный: вклады в из'луче-

найти • интенсивность излучения ' комбина-

электрона в пс 
ённые трудности 

монохроматических элек-
них предполагалось, что 
ше позволяет найти точ-
сическое [3—4], решение 

ле неколлинеарных элек-
[5-6]. 



поляризованных так, что их электрические векторы лежат в плоскости волновых век-
торов волн. , ' . 

Рассмотрим две плоские электромагнитные волны, распространяющиеся в плос» 
кости XY декартовой системы координат, каждая под углом % к о с и Пусть элек-
трический вектор волн задан следующими формулами: 

Е Х = [— EI cos а + Е 2 COS р] sin%, 
• ' 

' Еу = [ fx cos.а + Е% cos р] cos %, 
где . • 

• ' а =•= {t — xjc cos % — yjc sin x), 
P = щ (t — xjc cos % + y/c sin X) + ц, 

Ei и E2 — амплитуды волн, 0)i и 0)2 — их частоты.; Тогда решение уравнения движе-
ния электрона 

т \ = е E - f — [VH] (2) • •.'•.' с 
можно искать методомчпоследовательных приближений [7]. Так же, как и в [4], будем 
искать решение в системе отсчета, в которой электрон в среднем покоится. Кроме того, 
начальные координаты электрона в уравнении движения положим равными нулю, так 
как в волновой зоне сдвиг 'начальных координат приведет лишь к сдвигу фазы излу-
чаемых волн! В первом порядке решение (2) будет иметь вид 

an Е г s i • 
—— cos a — —— cos p.] sin x , 
tof ©2-

t / E E \ 
- t/l) •- - .JL / ~ — p cos a — — ~ cos P j cos x > (3) 

\ m l ©j ®2 I 
- ' ' . , У 

где е й m — заряд-и масса электрона. . . ; \ •' 
Квадратичные по q поправки к уравнениям движения появляются за счет сла-

е -гаемого — [VHJ в (2), а также из-за слабой неоднородности электрического поля, 
с ' 

которое можно учесть, разлагая Е(г) в ряд Тэйлора и оставляя лишь квадратичные 
члены типа ( r V ) E . Проведя несложные выкладки, видим, что смещение электрона, 
меняющееся с частотами o)-l = ioi+o>2 и (0- = (0i— (О2, имеет вид 

= ^ ± Ф SIN2X + — 1 COS XSin,(a± Р), 
2тгс со^а j (0x0)2®+ ®± I 

/ > = 1 cos» х т sin X sin (a ±0) . (4) 
2m2c ' a)xo)2 | 0)а0)20)1 or,. j 

Зная уравнения движения (3) и (4), легко найти электрический дипольный 
• ' е 

d—er, магнитный дипольный [rv] моменты и тензор квадрупольного 

Dap = е (Зхах$ — барГ2) момента электрона.. 
Отметим, что в статическом случае введение м,ультипольных моментов для одного 

электрона было бы бессмысленным, так как скалярный потенциал, создаваемый одним 
электроном, определяется точно. Для колеблющегося же электрона вместо нахождения 
точной величины векторного потенциала в волновой зоне можно искать его в виде 
разложения по степеням a/%~q, где а — размер той области пространства, которую 
занимает электрон при своем движении. В этом случае мультипольные моменты вво-
дятся именно для этой Области. Поскольку нас интересует только излучение на сум-
марной и разностной частотах, то во всех, моментах необходимо оставить только сла-
гаемые, меняющиеся с частотами 0)+ и о)_. , ; ' . . . . ' ' 

. Для нахождения мощности Излучения необходимо знать компоненты магнитного 
поля, поперечные направлению излучения 

" {(d"o) + ~1Г ~ 
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где. п ; п ф , Пд— единичные' базисные векторы сферической с 
торой направление вектора п [Совпадает с направлением и 
вектора D равны Di^Di j t i j . ! 

Подставив значения всех моментов в (5) 

— (йпф) + («тш<1) J, 

распределение мощности излучения суммарной и разностно 

(5) 

1стемы1 координат, в ко-
йлучения, а компоненты 

найдем амплитуды полей, а затем угло-

dQ 8я \ «Р 

X © ± cos 5c jsm 0 cos ф 

+ (2 (cof -j ©f) cos2 х ± ©itoa (1 -f 2 

+ 

e2co± I 
• 2rtc \ 4(oxa 

oj sin x cos % cos в -)-

CD-
cos2 x)) — sin 

! I : CO I 

co+ (1 cos2 x sin2 ф) sin 0 oos 8 +- ffl-p sin xcos x c o s ^ -f 

+ (2 (fflf'+ a>l) sin2 x ®i®2 (1 - f 2 sin2x)) r f - sib 0 cos % + 
1 

й частот 

2 
X 

sin2 ф -j -

-f (2 (©f + ©fj cos2 X i t ©i©2 ( 1 + 2 4os2;X)) "+1Г" cos 0 

где и (j2 и- параметры интенсивности пер-
вой u второй волн, 

нию 
излу* 
волн. 
В [4], 

лени? 
тоты 

к излучению! суммарной, а нижнии—к излуче-

ение j электрона 
и тбгда (6) со 
если! в ней поле 

для нескольких 

Гф %ll 3%jlf % В 

Распределение мощности из-: 
лучения суммарной частоты по 
углу 8 при ©i = l;5 ю2; Ф=0, х = 
= я / 8 (7), х = я / 2 (2), Ф = я/4; х = 
= я / 4 (3). Масштаб для мощности, 

выбран произвольно i 

волнами. (Как вйдим 

мульггипольных излу* 
симметрия была бы 

cos ф sin х (6) 

верхний знак относится 

разностной частот. При м ы получим 
в поле коллинеарных 

Ьпадает с формулой (13) 
жить ^ = 0 . 

На рисунке показано угловое распреде-
мощности излучения суммарной час-

значений угла ! х между 
угловое распределение 

мощности i не обладает симметрией относи-
тельно плоскости Yf, хотя для ' каждого из 

ений в отдельности такая 
Отсутствие указанной 

симм|етрии для суммарного г излучения связано 
с различием! фазовых соотношений излучения 
различной мультипольности в разных октантах. 

:ть излучения можно по-
лучись и® (6), проинтегрировав по телесному 
углу 4я; Тогда 

где Pd, PQ И PM представляют собой мощности дипольного, квадрупольного и маг 
нитно-дипольного излучений: i 

cos2 X' 
X " " 4 " + [2 (®j + ©2) cos 

P+(x)~Pd + P0 + Pn (7) 

© 

4 Z . _ M l . ) 2 

' 3 с \'4©l©2 J 
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X±©n;©l©2]2 

©± ©1©2]2 X 

sin2 x 

(1 — sin2) cos2 x), 



, / F ^ ) 1 4 х - « 
3 с 4СО1СО2 / + 

-Таким образом, полное излучение равно сумме трех видов излучения в соответ-
ствии с тем утверждением, что дипольное, квадрупольное и магнитно-дипольное излу-
чения дают независимые вклады в полное излучение. . 

В заключение .отметим,-что ь^ультипольное излучение необходимо учитывать также 
и в процессах рассеяния света в плазме, в частности в задаче по -нелинейному отра-
жению света от границы плазмы [8]. 

Автор признателен Д. Н. Клышко за обсуждение результатов настоящей работы. 
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3. А. ШТЕЙН ГРАД 

к ВОПРОСУ о с в я з и МЕЖДУ КООРДИНАТНЫМИ 
УСЛОВИЯМИ И ФОРМАЛИЗМОМ КИНЕМЕТРИЧЕСКИХ 

ИНВАРИАНТОВ 

Согласно теореме Римана [1], четыре компонента метрического тензора g(XV мо-
гут быть записаны в наперед заданном виде. Это позволяет наложить четыре так 
называемых координатных условия-. Ранее было показано [2, 3]', что координатные 
условия-могут, вообще говоря, выделять классй систем отсчета, при изучении которых 
целесообразно пользоваться формализмом хронометрических• инвариантов (х.' и.) [4]. 
Однако независимых условий, выделяющих некоторый класс отсчета и не наклады-
вающих ограничений на метрику, может быть только трц, в то время как координат-
ных условий четыре. Это, очевидно, означает, что координатные условия помимо огра-
ничений, накладываемых на выбор класса систем отсчета, могут ограничивать еще 
и выбор классов пространственных сечений, рассматриваемых в рамках аппарата кине-
метрических инвариантов (к. и.) [5]. ' ' . . . » 

Определение. Пусть заданы некоторые координатные условия. Тогда рассмат-
риваемое пространство сечений будем называть соответствующим этим координатным 
условиям в том и только том случае, если, среди множества систем координат допу-
стимых в .нем найдется хотя бы одна, для которой'заданные координатные условия 
удовлетворяются. 1 

В силу того что внутри пространства сечений допустимы только преобразования' 
координат вида 

- д-О^д-'О^)- ' (1) 

ХЧ = Х Ч Щ Л V (2) 

которые не выводят за пределы этого пространства ясно, что не всякое пространство-, 
сечений будет соответствовать н'аперед заданным координатным условиям (латинские 
индексы пробегают значения 1, 2, 3, а греческие 0, 1, 2, 3).. 
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