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И Н Д У Ц И Р О В А Н Н О Е И З Л У Ч Е Н И Е 
АН ГАРМОНИЧЕСКОГО ОСЦИЛЛЯТОРА 

Проведен расчет мощности индуцированного электромагнитного излучения ангар-
монического осциллятора. Показано, что индуцированное излучение превышает по-
глощение, если стимулирующее излучение имеет частоту, превышающую резонансную 
частоту квантового перехода. 

Индуцированные радиационные процессы в (современной физике 
занимают одно из ведущих мест. Они находят все большее применение 
на практике, в частности в молекулярных лазерах, с которыми получе-
ны наивысшие мощности и наибольший к. п. д. В .молекулярных лазе-
рах в ряде случаев используются газы, состоящие из двухатомных мо-
лекул, которые срвершают ангармонические колебания. В работе [1] 
проведен детальный анализ индуцированных радиационных процессов 
и показана принципиальная возможность индуцированного излучения 
как классическими, так и квантовыми системами при наличии ангармо-
ничности. Большое число работ посвящено вопросам колебательной ре-
лаксации в системе ангармонических осцилляторов [2, 3]. В предлагае-
мой нами работе дается вывод расчетной формулы для мощности излу-
чения ангармонического осциллятора в предположении, что он является 
слабо ангармоничным. Расчет проведен на основе квазиклассических 
представлений, с использованием принципа соответствия между кван-
товой и классической теорией излучения. Согласно современной форму-
лировке этого принципа [4] квантовая система поглощает совокуп-
ность классических гармонических осцилляторов, собственные частоты 
которых образуют матрицу частот спонтанных переходов . 
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где Wn и Wm — значения энергий .начального и конечного состояний 
квантовой системы. Ангармонический осциллятор (представляет собой 
также квантовую систему, излучение которой может быть описано на 
основе изложенного выше принципа соответствия. Следовательно, и в 
случае ангармонического осциллятора каждому квантовому переходу 
между уровнями W n ^ W m соответствует гармонический осциллятор с 
собственной частотой, определяемой формулой (2). Амплитуду вынуж-
денных колебаний такого осциллятора будем" искать квазиклассическим 
методом. Бели такой осциллятор совершает вынужденные колебания 
вдоль оси х под действием поля Е внешнего излучения 

cos ait, (3 > 

где Е0 — амплитуда, со — циклическая частота колебаний внешнего по-
ля, то уравнение движения может быть записано в виде 

Мх + Му*х + М(оптх е*Е0со&Ш. (4) 

В уравнении (4) М — масса частицы, совершающей колебания, 
у* — коэффициент затухания колебаний, u>nm — собственная частота 
колебаний осциллятора для перехода Wm, е* — эффективный 
заряд колеблющейся частицы. Если осциллятор представляет собой 
двухатомную молекулу, состоящую из атомов с массами М\ и то-
для М служит формула i 

М = 
М{ + М2 

где 

Решение уравнения (4) дается формулой 
е*Е0 cos (at — ф) . х — . , 

. 4 MZ •• 

(5> 

(6> 

(7> 

(8> 

Для перехода от классического ^выражения (6) к квантовомехани-
ческому величину х необходимо умножить на .силу осциллятора f, кото-
рая соответствует квантовому переходу Wm, сопоставляемому ко-
лебательному процессу (6). Тогда для величины квантовой координаты 
лскв будем иметь 

xKB = xf = e*E0f cos (tot — ф)  
~~ . I MZ 

-(9> 

Для коэффициента затухания у* служит выражение 

Y = Y + V . . (10> 

где у — коэффициент радиациоцнбгй 'затухания, а у' — коэффициент 
ударного затухания. Мощность, которой обмениваются внешнее поле с 
осциллятором, дается формулой 

— F' х. (11) 



где F—e*E — внешняя сила, действующая «а осциллятор. Подставляя 
в (11) величины F и хКв, для мощйости Ркв будем иметь 

• . ,= fe*2Eyy* fe*2(йЕ20sin (2ca*-(p)  
K 8 _ 2 MZ* 2MZ 

Второй член в\(12) при усреднении по времени дает нуль. Поэтому в 
дальнейшем мы будем учитывать только первое слагаемое. Если кван-
товые переходы совершаются с уровня, определяемого колебательным 
квантовым числом v, .на уровень с колебательным квантовым числом 
#+1 , то имеет место поглощение излучения, мощность которого • опреде-
лится выражением 

' ' • D W ^ ^ o ^ V : : • /1 о\ • rv,v+1 — — . (10) 
2 А < о + 1 

При переходе с уровня с квантовым числом v на уровень v—1 
будет происходить индуцированное излучение, мощность которого 

• . . . • ; ; • ( 1 4 ) 

2MZ2' 0,0—1 

' В формулах (13) и (14) fv,v+i и fv,v~\ — силы осцилляторов для соот-
ветствующих переходов величины Zv>v+i и ZViV-\ определяются выраже-
ниями: / , • '' 

(15) 

Собственные частоты €0̂ ,̂ +1 и <ov,v-i могут быть получены из выра-
жений для энергии уровней ангармонического осциллятора Wv, Wv-ь  
Wv+l: 

Wv-\ = h C00 (o i-j —h(dQXe ( v - y ) 2 ' (16) 

Wv+l = h®0 — Ъ<д0Хе (v^r -f-)2»* 

где 

^ - t o - ' <17> 

D -г- энергия диссоциации. 
Частоты ®o,o+l И СОу ц—J по абсолютной величине. определяются фор-

мулами | 
Юс,0+1 = = со0{1 — 2хе (v + 1)}, (18) 

п 

—1 = = й>0 {1 ~'2xev}. (19) 

.Результирующая мощность, которой обменивается волна с осцилля-
тором, определится суммой Pv,v+i и Pv,v-i' , 

= : ' ( 2 0 ) 
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Для слабоангармонического осциллятора с достаточным приближением 
можно взять значения сил осцилляторов гармонического осцилля-
тора, т. е. 

/о,о+1 — V + 1, 
Тогда для мощности излучения (поглощения) будем иметь 

'Pv,v—1  
v,v-\-\ 

ci>zy*e*z El 

Ж 

Из формулы (22) прямо следуе 
стема представляет собой гарм 
®е,о-1 = ©0,0+1. Тогда Zv,v-\ — Zv,v+1 

г, что в случае, если квантовая еи-
юнический осциллятор, /частоты 
и, следовательно Pv,v—\ всегда по-

ложительно, т. е. гармонический осциллятор может только поглощать 
энергию, но не может дать индуцированного излучения. 

Вычислим выражение, входящее 
Его можно представить в следующем 

® + 1 

/о,о-1 = — v. 

V-+ 1 .' 

"0,0+1 '0,0—1 

(21 ) 

т 

"о,о+1 7 2 о,0—1 Z2  
^0,0+1 

Для Zv,v±i можем написать 

zl,v± 1 — (®»,о±1 —1 Ю2)2 + W2Y** г= <9о,о±1 — 2©„>0±1 СО2 + С04 + © У 
Отсюда имеем 

zl,v-l — Zv,v+l ~ («0,0-1 — ®0,t»+l) (©0,0-1 + «0,0+1 — 2(02) 
Для квадратов ©o,o-i и ©p.o+i из (18) 

©2 . == (О2 {1 — 0,t—1 О 

в фигурные скобки фо'рмулы (22) 
виде: \ 

(2о,о—1—Z0,0+l) ) 1 + и-
72 zo,o—1 

(23) 

и (19) получится 
4xev + 4Ш), 

со о,о+1 = «'El1 f 1) + Щ (Vl+Aft. 

Откуда следует 
со 0,0-1 + ®о,о+1 = : 2®оО %Хе 

CD2 , 0,0—1 © 
О , 0 + 1 

4 ©2Д 

(l-xe)(2v+l)+4xy}t 

(l-xe(2v+l)}. 

Подставляя полученные выражения в (23), будем иметь 

v-\- 1 

'0,0+1 "0,0—1 Z2  
0,0+1 

X К { 1 - 2 . к е ( 1 - х е ) ( 2 о 

(24> 

(25) 

+ 
SofyceV [1 — хе (2v + 1)] 

J 
X 

0,0—1 

Ч- l ) + 4 x V } - © 2 ] | (26) 

Подставляя (26) в (22), получим 

1 
0,0+1 

1 + 
8(i%xev [1 — Xg (2o-j- 1)] 

X [ © 2 { l " 2 ^ ( l - i ) ( 2 f 

^0,0-1 

+ l) + 4xy}-(o*)\ 

X 



Величина -у* может быть записана согласно (10) через обратные значе-
ния т и т': 

+ • (28) 
Т* Г X • •••'•• '.'V ••'.••' - . ' ' 

где т — среднее время возбужденного состояния осциллятора, не испьь 
тывающего соударений, % ' — среднее время между двумя столкнове-
ниями молекул. Следовательно, для т* имеем 

: (29> 

Для радиационного времени жизни т можно написать [5] .4 ft. • " 
t = — = — , , (30) 

Y »Yo 
где . ; 

2e*2 co?n 
Y0 = • ~ (31) r o 3M<* 

Если речь идет о колебаниях двухатомной молекулы, у которой е*=е> 
то для -длин волн Я » 5 мкм, М=10Мо, где М0 — масса атома водорода,. 
Yo«49 и Ю - 2 с. Тогда для значений у=20, т«10~3 с. 

V Yo • . • • • • „ . • • 
Величина т ' для давлений, имеющих значение для лазерных си-

стем ~ 10 мм рт. ст., на много порядков меньше. Так, для молекул N2  
при температурах Г = 3 0 0 К, т /=1,5-10~8 с. Следовательно, для х* мож-
но без существенной погрешности брать величину хг. 

Величины Zl)V±i можно преобразовать следующим [образом: 

4,о-±1 = К>0±1 + ю)а (©^±1—®) 2Ч-®¥ 2 - (32) 
Ввиду того что со„(а+ь и (о — очень большие величины и мало раз-
нятся между собой, то (co„)i;+i - f ю)2 и (ю„,0_1 - а))2 можно заменить на 

Тогда для Z2V;V±\ можно написать 

Zl,0± i = - ^ { [ 2 t 4 ® 0 , 0 ± i ^ c o ) ] 2 + i } . (33) 

Подставляя эти выражения в (27), для мощности, которой обменивается 
волна с осциллятором, можем написать ' . 

%' е*2 EQ 
р , —- u X 

2М {Г2т' (G)0j0+1 - О))]2 + 1} ' 
{ Л 8ffln т '2 X„V о 

х 1 + — f [1 — * ; ( 2 о + i ) ] : [ 4 { i — 2хе (1 — х.) х 
I C02{[2T'K>t;-l-fi))]2+l} . 

X ( 2 и + 1 ) + 4 4 о 2 } - c o 2 ] j . (34) 

Обсудим сначала формулу (34) для случая, когда о =10—20. Тогда в 
(34) частоты (0у1а+1 и <»t,>t,_i можно положить равными: 

® , = ®о0 -2д : е о } . (35) 
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Учитывая также, что отношение 1, формулу (34) можем пе-
реписать в виде 

Po,v—l — 
8tf2 xev (1 — 2хе v) л о „ ) 

1 + . . ... ' X (fi)2„ - (0a)j• (36) 
2[т' (а»0 — ©)] a+ 1 v,v+t ш {[2т' К — ю)|2 + 1} 

В свою очередь, I . 
а>1 — со2 — (й)а -+ со) («>„ — со) ŝ 2<о ((oP — со) Ф) 

Так как © мало отличается от со0, то произведение со-(1 —2xev) можно 
также заменить: 

(dt, (1 — 2хр) == со0 (1 — 2 x p f ^ о)0 (1 — 4xev). 

Если обозначить 
а = 2т' (ко̂  — со), 

то выражение для мощности P0,v-i может быть записано в виде, 

0,0+1 

х'е*2ЕР 
2М (1 + — ( а2) I 1 + 8т' xev ©о (1 — 4xev) а 

Заменяя хе его выражением хе =i h©o 
AD 

> а * 2 р2 
Pv,v-1 

v,v+l 

х е 
2М (1 + а®) 1 + 

' 2т1 hva>20 £ 

11+а2 

получим 

Ь ©о у 

г 

(38) 

(39) 

D 1 + а2 
(40) 

Из полученных формул (27) и (40) следует, что если второй член 
выражения в фигурной скобке отрицателен и по абсолютной величине 
больше единицы, то Pv.v-i будет представлять собой мощность, не по-•»,»+i I • 
глощаемую веществом, а отдаваемую веществом волне (отрицательное 
поглощение). Иными словами, в этом случае индуцированное излучение 
превышает поглощение и в целом ангармонический осциллятор испус-
кает индуцированное электромагнитное излучение. ; 

Произведем оценку величины Pv,v*-i для случая двухатомной моле-
кулы на уровне о=10 . Наиболее благоприятный случай будет тогда, 
когда множитель 
Это будет при 

1 + <ха имеет максимальное отрицательное значение. 

а = -—1, тогда 1 
1 + а2 , 1 + а 2 

Для величины %' возьмем значение т'=10~8 с. Величина амплитуды 
электрического поля волны £о зависит от мощности лазерной системы 
и добротности резонатора. Можно положить для. примера 
£0 = 30 в/см = - 4 - СГСЭ. 10 
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. Для величин ZJ>/«о и М возьмем значения, которые соответствуют 
молекуле СО: М=1,15-10~23 г, D = l,765-10"11 эрг, <oo=4,05-1014 рад/,с. 
Тогда для- величины второго члена в скобках формулы (40) получим 

О Г ' ftCDn f 1 2т ft v Wq 1 — — 
- = — 7,2-105. 

D 1 + а : 

Следовательно, в данном случае единицей ib скобках можно пре-
небречь. Мощность Pv,v—i представляет в этом случае, отрицательную 

0,0+1 
величину, т. е. является мощностью индуцированного излучения. Реаль-
ная величина -у© для СО [5, 6] имеет значения 25—30, а это означает, 
что е*ъ = е2. Тогда, подставляя найденные значения в (40) с учетом 
принятого значения Е0к будем иметь 

PVtV-i = —2,06-Ю - 1 эрг/с-мол. 0,0+1 ' • I. 
Если на уровне v= 10 имеется 108 мол/см3, то мощность излучения 

единицы, объем а составит (записываем ее без знака минус) 
Pv = 2,06 вт/см3. 

Приведенные расчеты указывают на высокую эффективность ангар-
монического осциллятора как излучателя когерентного электромагнит-
ного излучения. Разумеется, при «расчете суммарного эффекта излучения 
:необходимо учитывать эффективное расселение нижележащих уровней 
за счет аналогичного ipадиационнош процесса или при помощи других 
физических процессов. Обеспечение этих условий представляет собой 
самостоятельную задачу, в которой основное значение имеют релакса-
ционные процессы обмена энергией между различными степенями сво-
боды как излучающих.молекул, так и молекул примесей. 

В заключение приношу глубокую благодарность д-ру физ.-мат. паук 
А. И. Осипову и доц. Ф. В. Шугаеву за обсуждение данной работы и 
ценные советы. ' 
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