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Т О Р М О З Н О Е ИЗЛУЧЕНИЕ РЕЛЯТИВИСТСКИХ 
ЭЛЕКТРОНОВ НА ЯДРЕ В М А Г Н И Т Н О М ПОЛЕ 

В П Р И Б Л И Ж Е Н И И М Я Г К И Х Ф О Т О Н р В 

С использованием приближения мягких фотонов получе 
чения тормозного излучения релятивистских электронов на я 
В рамках этого приближения! рассмотрены также частные 
синхротронного излучения. 

но выражение для се~ 
дре в магнитном поле, 
случаи .многофотоннрго 

Многообразие физических возможностей, при кэторых имеет'место-
взаимодействие релятивистских частиц в интенсивных внешних полях 
(см., например, [1]), вызвало' потребность провести расчет основных 
квантово-элеКтродинамических явлений в присутствии внешнего поля. 
Точный расчет процессов во внешнем поле связан с определенными 
трудностями. Это приводит к необходимости применения различных 
приближенных методов, в частности, приближения скрещенного поля 
[2], различных асимптотических методов [3], приближения Вейцзек-
кера — Вильямса [4„ 5]. В данной работе рассчитывается сечение тор-
мозного излучения релятивистских электронов на |н'еподвижном ядре 
в постоянном магнитном поле с использованием приближения! мягких 
фотонов [6—8], конкретизация которого для случая внешнего поля 
проведена в [9]. В рамках указанного приближения в работе иссле-
дуются также частные случаи многофотонного синхротронного излу-
чения. ' . ' . : • . • • ., .! ' • .' г ,-!•• 

Спектр мягких фотонов при упругих столкновениях 
в магнитном поле s 

Рассмотрим какой-либо квантовый процесс с участием релятивист-
ских электронов с энергией (в дальнейшем Доложим с—ti=l)^ 
движущихся в однородном магнитном поле H||ez. Такой процесс сопро-
вождается испусканием фотонов, причем i если фотоны достаточно мяг-
кие, то всегда • можно считать, что время формирэвания излучения 
значительно превосходит характерное время протекания основного про-
цесса. В этом случае для расчета спектра мягких фотонов можно 
аппроксимировать движение электрона двумя составленными дугами 
окружностей (см. рис. 1). На рис. 1 

O i — (О, R i ) О 2 = ( — s i n .6, R2COS 5) . 
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Излучение электрона при движении по траектории, составленной из по-
лупрямых ЛО.ОЛ', соответствует спектру мягких фотонов при выключе-
нии поля Н-ИЗ: 

sin Qj t ex + (1 — cos Qx t) eg- vlz fez, t < 0 
( 0 = 1 R2 (— sin 5 + Sin (Qs1 + б)) R* (cos б — 

— cos (Q2t + 6)) ey + v2ztez, t > 0, 
0) 

причем предполагается, что основной про-
цесс происходит мгновенно в. момент вре-
мени / = 0 . В этой формуле Вг начальное 
( г=1 ) или конечное (г—2) значение энер-
гии электрона, Qi=e0H/si, где — е0<0 — 
заряд электрона, ViZ и vn==RiQi — про-
дольный >и поперечный по отношению к маг-
нитному полю Н компоненты скорости элек-
трона (i= 1, 2), 'а фаза б есть угол, на ко-
торый изменяется направление vx в момент 

Определив классический ток / ^(х) — {р (л:), j (х)}, соответствующий 
движению (1), можно вычислить мгновенное спектральное распределе-
ние энергии излучения [10—11] 

Рис. 1 

dEK (k) = J j ф(х) е™) ** tfx d?k. (2) 

Эта величина имеет смысл энергии в интервале dzk вблизи направле-
ния п = к/со и частоты со излучения, испускаемого с малого участка С 
траектории вблизи r = r ( t ) в пределах длины когерентности к̂ог, кото-
рая будет определена нами позже. 

Зададим болновой вектор к и векторы п- и а-компонентов линейной 
поляризации в виде [3] • , ' 

со п (0, ф) — со (sin 0 cos ф е̂  + sin 0 sin ф еу + cos 0е2), 
ея •==. cos 0 cos ф ех + cos 0 sin ф ед — sin 0 е2, 

' , е0 = sin ф ех — cos ф е г 

(3) 

В упругом процессе энергия не меняется; поэтому положим ©i —«2= 
= 8. Для простоты также будем считать, что i>i2=0, причем, вообще 
говоря, V 2 Z — V sin Д=7̂ 6. 

Для ультрарелятивистских электронов Излучение сосредоточено в 
основном внутри конуса с углом раствора AQ^m/e и осью вдоль на-
правления движения электрона. Поэтому для направлений излучения 
•ф=я/2—6~т/б<С1, Ф<С1, близких к направлениям начального (vi) и 
конечного (v2) движения электрона, при условии А, 8<С1 мы получим 
из формулы (2) : ^ ? 

dEn{ к) 
dEa( к) 

Н 
2~2/3yda>dtdip X 

2-2/3 у 

X 
dg 
dzt 

+ е гФ JL 
dz* 

(4) 
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В этой формуле Ф = z;tti — z2 £2 + Й . - ё ) / 3 , а [функции g = g(z, 
f==f(z, являются неполными интегралами Эйри, определение и неко-
торые свойства которых приведены в Приложении. Они зависят от 
аргументов: ' : 

2 1 = 2 - 2 / 3 ^ ( 1 + T 2 ) , Z 2 = 2 - Ф у ( l + Т 2 

^ 1 = £ Л т \ 
где 

У = 
(О \ 2/3 

©с 

Найдем спектральное распределение энергии излучения dE%{со) 

Ф 

тг |= 

Ь , -

ея{з 
т 

(5) 

dEk(to),-

Так как основной вклад в сечение основного прс 
А, б, то, проводя разложение в выражении (4] 
л воспользовавшись при интегрировании по т результатами работы [12] 
(см. также [13]1), получим: 

цесса дают малые углы 
по Д<С«г|е и 6<Спг|е 

(dEn у°>_ 

\dEo) 

• I d E * Y y _ 
\dEoJ ~ 

2 У; л 

+ 

j 2 / я 

Г1 № ( у ) — 2уг(у) 

гкУУ + Ф'М + Y ^ 

15 V— * (У) — 8г/ Г (г/) - f 4у* Г ' (#) 

бА 

( у ) - ф ' ( у ) 
(У)-ЗФ'(у) da, (6) 

+ 1 1 2 
т ? ( У ) - Т У Г ( 

Здесь Ф(г/) и г (у) — функция Эйри и ипсш 
0 0 / 

жение (19); а Ф х ( # ) = J <X>(x)dx. Интегрирование 
у 

-конечных пределах фх < ф < ф2, фх < 0, ф2 > О, 
виям 

Ф и 1 » ^ - [ 1 + ( ^ - ) 1 / 3 ] , 1 Ф Ы « 

Первое из них означает, что интегрирование в (6) проведено по 
всему импульсу излучения, связанному с упругим столкновением, и учи-
тывает известное (см., например, [8]) расширение углового распреде-
ления излучения для частот со<Ссос. 

1 В [13] имёется опечатка: в формуле (14) в выражении для а-компонента перед 
Y следует поставить знак минус. - ! 
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>н-функция (см. Прило-

по углу ф выполнено в 

удовлетворяющих! усло-

- , 1 . (7) 
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Второе; же условие является по существу необходимым условием 
применимости теории возмущений. Поэтому, переходя на квантовый 
язык, мы можем: ввести вероятность испускания мягкого фотона day С 1 : 

dwx (о>) 
dE% (со) 

= dw(x + (8) 

Слагаемое dw^\ соответствующее dE$\ не зависит от углов рас-
сеяния и равно вероятности синхротронного излучения при движении 
заряда по окружности. При ( о > а с слагаемое а другое слагае-
мое dw(+) переходит в вероятность тормозного излучения мягкого фотона 
в отсутствие внешнего поля Н = 0 [7, 8] . 

Сечение тормозного излучения на кулоновском центре 
в магнитном поле 

Приближение мягких фотонов, так же как и в случае # = 0 [7, 8], 
позволяет вычислить с логарифмической точностью сечение тормозного 
излучения при частотах со <С е. 

Для релятивистских электронов область взаимодействия с куло-
новским центром рмакс, которая соответствует минимальным углам 
рассеяния, дающим вклад в излучение с частотой со, имеет порядок 
длины когерентности: рмакс ~ 4<ог «С R =^е/е0Н. Так, при (о~сос 
рмакс ~ Н/Ц0т (Но = m2Je0 = 4,4-1013 э) и соответственно отношение 
;Рмакс/-^~^/е<с 1. Это условие позволяет ввести понятие сечения рассея-
ния на кул 
няется'опр 

аддитивны 
воспользов 

оновском центре в магнитном поле. При этом, однако, изме-
деление начальных и конечных состояний электрона в про-

цессе рассеяния и угла рассеяния. 
Именно в качестве начальных и конечных состояний электрона в 

-случае квазиклассического движения следует принять выражение для 
траектории (1), соответственно при / < 0 и t>0, а в качестве углов рас-
сеяния следует взять углы А и б ( К А2+б2—угол рассеяния цри 0) . 
Дифференциальное сечение рассеяния da0 (А, б) определяется как эле-
мент площади поперечного сечения пучка, соответствующий рассеянию 
на углы А, б. Поскольку в рассматриваемом случае (рМакс/#<С1, 
А, 6<С 1) вклады в отклонение электрона в области взаимодействия 
от силы, действующей со стороны магнитного поля и кулоновской силы, 

то для сечения рассеяния на кулоновском центре Ze0 можно 
аться формулой Резерфорда: 

dan 
4(Zel)*dAd8 
,е2 (6й + А2)2 (9) 

Для вычисления сечения тормозного излучения используем извест-
ный факт его факторизации в приближений мягких фотонов 

da— dan-dw. i ,. i • u 

При этом сечение do разобьется на два слагаемых: 
V do= doW-\-do(l), 

(10) 

(И) 

которые имеют следующий смысл: do^ представляет собой некогерент-
ную часть сечения, связанную с излучением синхротронного типа dw(°\ 
.a do<1) является когерентной частью, связанной с излучением dw(*>. Эта 
терминология аналогична принятой в работах [14 и 15]. Интеграл по 
углам рассеяния от когерентной части сечения тормозного излучения, 
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как и в случае # = 0 , логарифмически расходится. 
при углах (б, Л)макс~я*/е. Для нахождения минимальных углов рае 
сеяния, дающих вклад в излучение (б, Д)мин 

минимальная передача импульса [8] 
1 

Лсог 

<Рн обрезается сверху 

следует учесть, что 

Ямин ' , I 
т 
8 

со 1 + 
<вс 
© 

2 / 3 
(12) 

Для когерентной части сечения излучения получим 
da„(®)\ 4)ГпЪ*е% 

\d 0а (ю)/ког 15/га2 У 
9г(у)~уг(у)] I 
— 3 г (у) — 9у Г (у) + 2у2 X" (у) 

X 1п 
т. со 

1 + —. 
У 

da) 

X 

(13) 

Отметим, что выражение (13), просуммированное 
тона, совпадает! с формулой (12) работы [5] 1 для сечения тормозного 
излучения, в которой следует перейти к пределу м 
оэ^>(ос с соответствующим выражением в отсутств 

Некогерентную часть вероятности излучения 
сматривать одновременно с эффектом т. е. 
чением. Экспериментально наблюдаемой величин 
ный эффект, в который дают вклад все радиацио 
и 22^о.Учет их в случае мягких фотонов приводит 
жению для спектрального распределения интенси 
единичного поперечного сечения пучка в интервале углов 

Дф ДI ((d)d(o ~ je (й№Щ +tiQG)d 

Здесь dlV (а) есть интенсивность однофотонного 
чения [3], /е —плотность потока падающих электр 
рассеивающих центров, причем предполагается, ' 
точно мала и можно .пренебречь ВКЛаДОМ В С?Ског 
столкновений. 

по поляризациям! фо-

ягких фотонов, а] при 
ие поля N [7, 8] . ; 
в (11) следует рас-

синхротронным излу-
эи является суммар-
зные процессы el, et 
к следующему выра-
вности излучения из 

(АФ): П 

И ) - |(14> 

синхротронного излу-
онов, nQ — плотность 
то последняя доста-
со) от многократных 

в ней отсутствуют, Как видно из этой формулы, члены порядка ^ 
так как в согласии с общими принципами квантовой электродинамики 
в мягкофотонном приближении вклад двухфотонного излучения сокра-
щается с радиационными поправками и интенсивность излучения соот-
ветствует своему классическому значению 

Зависимость сечения тормозного излучения от частоты со при s = 
=500 МэВ и Н = 104 э изображена на рис. 2. Радиус кривизны траек-
тории R=l,7 м, h/coc =110 эВ, Яс=2лс/й)с= 107 А; 

•d "торм Ю4э (a>)/dco == d<£=i0t3(a)/d 

есть кривая 1, а в отсутствии поля (#=0)—криная 2. Как видно из 
этого рисунка, для частот со^сос наличие магнитного поля приводит к 
относительному уменьшению сечения тормозного излучения (по сравне-
нию со случаем # = 0 ) . : , * 

со 

1 На стр. 14 работы [5] в формулах, соответствующих случаю у<1, выражение 
под логарифмом следует домножить на у. 
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; Приближение мягких фотонов в синхротронном излучении 

Обсуждаемое приближение позволяет рассмотреть предельные слу-
чаи многофотонного синхротронного излучения. Тривиальной является 
ситуация, когда все излучаемые фотоны мягкие со{ <С е) • В этом 

случае фотоны излучаются некогерентно классическим током, представ-
ляющим собой окружность/ Вероятность излучения /г-фотонов в интер-
вал углов (Аф) «за один пролет электрона» согласно теории возмуще-

ний равна \ 

. ' dmf1— f l dwit (15) 

где dWi=Widtyid(£>i (Аф) —вероятность однофотонного излучения i-того 
фотона в этот же интервал углов. . ( 

При интегрировании dwn по конечному интервалу значений частот 
<0г и направлений Пг, одинаковому для всех квантов, следует ввести 
множитель \/п\, учитывающий тождественность фотонов [7, 8]. 

Применимость теории возмущений предполагает, что вероятность 
Излучения п фотонов меньше вероятности однофотонного процесса. Это, 
как уже указывалось выше, приводит к условию (А<р) <^.т/еео. 

Н 8 Если параметр %= - — - — С 1 (здесь Я0 == т?/е0 = 4,41 • 1013 э), 
Н0 т 

из (15) | легко получить, что вероятность излучения, например, двух фо-
тонов в единицу времени с азимутальными углами <рч и <р2 такими, что 
|ф1—Фг|^Аф/2, ( (Дф)<1) , равна 

^ у х ф о т - ^ ^ /^оЯ V У е _ у { А ) 
24 \ т ) \ т ) 

Эта вероятность совпадает с некогерентным членом вероятности двух-
фотонного излучения, полученным Морозовым и Ритусом [15], так как 
в рассматриваемом случае (%«С 1) фотоны во всей области синхротрон-
ного спектра являются мягкими и, следовательно, их излучение неко-
герентно (корреляции фотонов отсутствуют). 
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Рассмотрим процесс, в котором наряду с изл 
тона ©о излучается п мягких фотонов ^ 

' i V : • ' 1 
Вероятность процесса в этом случае также факт 

учением жесткого фо-
< в —ю0, ю0). 

оризуется [9]: 

dw= dw0 J"j dw{ 

i=i 
причем основным процессом в этом случае явл 
кого фотона соо, определяемое известной вероят 
вычислении dwi следует учесть, что область фо 
фотона ©о значительно меньше области формиров 
о)г- и соответственно угловое распределение уже. 
вести «огрубление» масштаба углов излучения 
% > - т / е , щ\ (е—©о) • Пусть далее р\г=0, а жестк 
под азимутальным углом фО=0. Тогда вероятное! 
кого фотона ki может быть найдена по формулам 
для траектории электрона выражение (1), которое 
ное» изменение! радиуса i?(£<0) =R\-+R(t>Q) = ~ 
-^-82=8—©о при излучении жесткого фотона и в 
шем приближении положить 6 = А = 0 . 

яется излучение жест-

В результате мы получим 

з-
Л \т) 

d(S> 

(16> 

л остью dw0 [3]. ] При 
жирования жесткого 
ания мягких фотонов 

Поэтому следует I про-
для мягких фотонов: 
ий фотон испускается 
ь излучения dw{ мяг-
(2), (8), если принять 

описывает «мгновен-
R2 И ЭНерГИИ 81 = « - * -
котором следует в на-

dodx X 

I g -f (1 + u)~ 2/3 е1ф 

X 
(1 + df 

dz% dzi 

где аргументы функций g и f имеют вид 
Zi = 2-2/3ухг> Zz= (Iм)-2/3 

| 1 = - 2 - » / з ( ф 8 / т у / 2 , ? 2 = ( 1 Ч-«) 

(17> 

(18> 

величина гг=соо/ (е—too), а индекс i, нумерующий мягкие фотоны, в пра-
вой части формулы (17) опущен. При фо=^0 в'(18) следует заменить 
Ф на ф—фо. 

Выражение (17) вместе с (16) дает нам вероятность испускания 
жесткого фотона w0, сопровождаемое испускание? 
о){ ( i = l , ti) в приближении теории возмущенйй. Так как dwi (17) 
не зависит от угла др0 жёсткого фотона, по этому углу в eto0 может быть 

. проведено интегрирование. 
Условием применимости этого' результата no-i 

малость интервала углов (ф—ф01 «Ст/еео. Это со: 
участок траектории, с Которого собирается излучёние, много меньше 
длины «свободного пробега», т. е. среднего рассгояния между двумя 
последовательными актами испускания фотонов. 

ПРИЛОЖЕНИЕ 

Неполные функции Эйри f (z, 
вом интегральных представлений 

566> 

•) и g(z, £) on 

прежнему является 
ветствует тому,! что 

ределяются посредст-



+ 0 ° . I 
f(z, I) = Г e^+*s/3) dx, g (z, I) = f dx 

2Vn J 2|/"я J . s . —00 

и могут быть выражены через неполные функции Бесселя индекса 1/3 
([16] с. 116). Отметим, что 

7 ( 2 , Ю Н- g(z, I) = Ф ( г ) , 2f(z,0)= d>(z) + iY(z), (19) 
+ 0 0 + 0 0 

Ф(г) = J cos (xz + -y - ' j dx, r (z) = ^ siti (^xz + - y - j dx. 
^"3T о 0 

Здесь Ф(г) — функция Эйри, T(z)—ипсилон-функция, свойства кото-
рых хорошо известны (см., например, [17, 18]). 

Определим асимптотические разложения f(z, £) и g(z, при 2>0: 
и действительном В силу (19), а также равенства f ( z , ^ ) = 0 ( z ) — 
—f* (z, —I), достаточно найти асимптотику f(z, g) при £>0. Для этого 
воспользуемся методом наискорейшего спуска [19]. Сделав замену пе-
ременной интегрирования х=—iVzx> представим f(z, g) в виде 

f (z, l)= [dTe^fi-W. 
2 / я J • tg 

- • ; - vr 

Путь интегрирования (см. рис. 3) начинается из точки i%jYz и уходит 
в бесконечность в I секторе. Уравнение кривой наискорейшего спуска С: 

v{v2 ~ Зи2 + 3 ) = За ' а = ^ 2 + - у ) , т т и + iv. 

Введем на этой-кривой действительный параметр t^O: 

' (20) 3 ! 
! ' г~ +0° ' -

f (z, i)= — е-*42* — dt. (21) 
2Vn J Л 

В силу теоремы об обратных функциях уравнение (20) имеет единственное 
решение: 

+ . . . ,С0=-%=г, Vz 

г = _ 2 . _ 
1 Z + l2 ' (2+I2)3 ' • ' V ' 

Подставляя это решение в (21) и интегрируя, получим (| > 0) 
f(z,D= п e№+im)( i — + + . . . V (22) 

2 / я U + g 2 (z + i2)3 ) 

Аналогично находим для fz(z, g): 
f' (у a - e W / I , £ (z- Z?) • \ m v 2Кя + t ( - K I T + , ( 2 3 ) 

; • 567 ' 



(22), (23) дают искомые асимптот ические разложеь г 
При 2 < 1, /(г, |) и f'z(z, I) выражаются чер̂ : 

ции (| > 0): 

! / (0 ,|) = 

^ /г(0> 1) = 

ИЯ ПО Z И ! 
:з| неполные гамма-функ-

1 ,eim ( 1 
У2я 3?/з ! 3 

1 jw* г ' 2 Г ? 3 . 
2 / i T з1'3 ' 3 ' з 

Выпишем также разложения /(z, g) и f'z{z, g) при 

ta 

В заключение авторы приносят благодарнс сть проф. А. А. Соко-
лову за внимание к работе. 
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