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ГАМИЛЫОНОВСКИЙ ФОРМАЛИЗМ 
ДЛЯ СТРАТИФИЦИРОВАННЫХ СРЕД 

I Рассмотрены особенности распространения нелинейных волн в стратифицирован-
ных средах в рамках метода гамильтоновского формализма. 

I В настоящей работе рассмотрены особенности распространения 
волн конечной амплитуды в стратифицированных средах. Основное вни-
мание здесь обращено на возможность определения канонических пере-
менных для стратифицированных сред. Найдены преобразования, при-
водящие гамильтониан к диагональному виду [1]. Получены диспер-
сионные соотношения для различных ветвей допустимых в такой среде 
волновых движений. В качестве примера используемого метода рас-
смотрена возможность излучения низкочастотных (внутренних) волн 
мощным акустическим пакетом — эффект, аналогичный эффекту Черен-
кова. 

I Рассмотрим полную энергию, которую сохраняет система уравне-
ний идеальной стратифицированной жидкости, находящейся в поле/ 
внешних потенциальных сил: 

I £ = р х р { - | - + х - М ( р , <*)}. У. (1) 

Здесь р — плотность среды, v — гидродинамическая скорость, % — потен-
циал объемных сил, и — внутренняя энергия жидкости, а —энтропия. 
Поскольку система исходных уравнений сохраняет Также величину 
/^xpT^tr) = const (где W — произвольная функция энтропии а), запи-
шем гамильтониан в виде] 

55? = Jrfxp + X ^ «(Р,. <У) + Y (or)}. V (2) 

Можно показать, что преобразование 

V = v - — ( 3 ) 

позволяет записать исходные гидродинамические уравнения в виде 
i <р= —Ш/Ьр, X = —Ш]Ъа, 
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причем последняя па 
адиабатичности. Для 
Ч^а) рассмотрим тер: 
ренняя энергия среды 

р = б55?/бф, (т=6Ж!ЬК ' (4) 

за: уравнений — это уравнения непрерывности и 
выяснения явного вида калибровочной функции 

лодинамическое равновесие. В случае, когда внут-
заиисываетсяi в виде и = и0 ( — V 1 exp ^ 1 

Ро/ " 1 V R 
и эта среда находится в изотермическом равновесии Tst — (ди/до) st 
= const в поле тяжести %=gz, можно получить 

! \ Ry 7—1 

ps< = р0ехр(-т-2/Я), ast — Rz/H, ф 

(5 У 

= Kt ~ О, 

где у, постоянный газа, Н ~ — — высота однородной атмосферы», 
. . v . i • •. yg 

с = (yRTsi)V2 — адиабатическая скорость звука. 
Считая, что параметры р, <р, а, Я мало отклоняются от своих равно-

весных значений, произведем разложение, гамильтониана по степеням 

p ' = p i 1 / 2 ( p - p s < ) , ! Ф' =Р^2Ф, а' 

Если ввести матричное обозначение 

p l / 2 ( ^ i t Я' = р^1/2 RX. 
д 

= (ф'Ф» Р" О » 

(6> 

(7> 

то, совершая Фурье-пре|обр0зования г|>г== (2я) -3/2 J dk%e£kx, выражение для 
квадратичной части гамильтониана можно привести к виду 

- ' ' I '. • Г" : 1 j : : 
! Жъ = -cu-

riae 
k2 1 • tl / n 

4Я2 j 
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п = (О, О, 1). 
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с2 
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О 

О 
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Уравнения Гамильтона в этом случае примут вид 

Aii=mmt, л = 
о о 

il О 
(9) 

а / — единичная двухрядная матрица. 
Поскольку матрицы А и. Я0 эрмитовы, причем Н0 — положительно 

определенная матрица], можно показать [2], что существует такое ли-
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. нейное преобразование г|5h=Ack, которое одновременно приводит матри-
цы А и #о к диагональному виду 

А+ЙЛ = K I Ьф А+Ж = би sign со̂ , (10) 

где ©г — вещественные характеристические числа, являющиеся собст-
венными частотами;рассматриваемой колебательной системы и опреде-
ляющиеся характеристическим уравнением о—соя) =0. Отсюда 
следует существование двух типов волн— акустических и внутрен-
них гравитационных коГ, подчиняющихся дисперсионному соотношению. 

± С ' 
= - — 

V2 
k2 + 

4 Я2 4 Я2 

. ' ! ' (И) 
Выпишем конечный результат задачи о нахождении искомого; 

Л-преобразования. Матрицу Л можно представить в следующем виде: 

(12) 

где 

т — w 

п = 

I ,-г-У2  у—1 \1/2/Ю+ 
2V 

1/2/ 

+ cLe1 

L / y - 1 

c o f 

- 4 ' 

coZ1/2 <L 
L / y ^ T 

.,-1/2 
til4* (Ц4*> 

Y - L 

4 
2 + 

„i<D 

w 
1 

4Я2 

• L Vy-\ 
1/2 

Ф = arctg 
kn 

C0_ — aq. Я 
4Я2 

Используя полученные выражения, можно показать, что с£ имеет 
следующую структуру: ct = (а\, Ь*к, b-k), что соответствует перехо-
ду к комплексным переменным ak и bk по правилу 

(13) 4>k Л — 

J Kfa—b-kj n\bk + blkJ 

Для переменных % и bk выражение (8) и уравнение (9) принимают вид 

Ж ъ = J dk (<$ akak + щ Ь*фк), 

ал = —Ш/&ьГ bk=—№/bbl , (14) 

Переход к величинам (ak, al) и (bk, bl) позволяет, воспользовавшись 
квантовомеханической аналогией, трактовать эти величины как опера-
торы рождения и уничтожения элементарных возбуждений поля соот-
ветствующей ветви дисперсионной кривой. Гамильтониан взаимодей-
ствия можно рассматривать как возмущение,; вызывающее переходы 
в системе акустических и внутренних волн. В качестве примера рассмот-
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рим возможность излуче 
кетом. Рассматривая акс 
ние как замкнутую сист< 
Гамильтона, можно пок 

Ыг ,у звукового пакета < 
k 

ния внутренних волн мощным акустическим па-
иально-симметричный волновой пакет и излуче-
ему, которая в силу этого обладает функцией 
азать в предположении спектральной узости. 
1, что гамильтониан взаимодействия пакета и 

излучения в сопровождающей системе координат, связанной с центром 
пакета, имеет вид: ! • 

сгр оь ш 
Л 
2 Я 

ok?1'2 | d*F (х) {V (х) Ь„ + Г ( - х ) b\) exp [i (xn)ctf]. (15) 

Здесь Е — полная энергия пакета, po=ps^(2:=0), формфактор, 
характеризующий распределение пакета, F(x) — ядро, характеризую-
щее в трехволновом приближении взаимодействие высокочастотных и 
низкочастотных волн. Это выражение позволяет вычислить вероятность 
переходов в единицу времени для квазичастиц [3] в предположении 
малости потерь на излучение. Вычислим интенсивность излучения dl 
в элемент телесного угла do=2л sinШ6, воспользовавшись тем, что 
баланс между уходом и приходом квазичастиц в состояние х выражает-
ся через вероятности соответствующих процессов: * » 

dl 
do 

(2я)~ Е2 

Ро 
(О 

ct • 

н J 
dx х2ю~ (х) \V(y)F (х) |2 

+ (%С COS 0 — С0И )2 
2 Н 

Следует обратить взимание на то, что величина 2 — с 
2Я 

(16) 

+ 
+ (хп с — tox)2j не аппроксимируется функцией б (хпс — <вх), поскольку 

уН 
с. Это означает, что в рассматриваемом случае разрешены 

переносами тем самым у 
новых взаимодействиях 

несинхронные взаимодействия звуковых и гравитационных волн. Послед-
нее обстоятельство можйо объяснить, если иметь в виду, что в страти-
фицированных средах отсутствие однородности исключает инвариант-
ность гамильтониана относительно преобразования параллельного 

словие сохранения квазиимпульса при трехвол-
в таких средах не выполняется строго. 

Изменение со временем полной интенсивности / и энергии пакета 
здленном изменении энергии пакета на излуче-

Е Ео 
1 + ' 

z=ct<H\n 

Е, в предположении о м 
ние, имеет вид: 

j 

[ Н _р ( е г /я_ 1 ) ] а 

HI I Здесь (J = — — < 1. Как показал численный расчет, коэффициент дос-
с Ещ I 

• - I • : . <j j. 
таточно точно оценивается выражением fJ ^ Ю-4 

(17) 

н 
•М2, где М — число 

Маха, связанное с энергией пакета Е0 а ^—соответ-
ственно продольный и шфёречннй щжеры пакета. 
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Сделаем численные оценки для случая, когда в качестве среды рас-
сматривается «хромосфер а Солнца, в которой распространяются звуко-
вые волны, генерируемые в конвективном подфотосферном слое. Учиты-
вая условия на Солнце для численных оценок, примем: у=5 /3 , R = 
= 1,18-Ю8 эрг-г"1-град"1, g—2,7-104 см-с -2, Т=Ъ- 103К, р 0= Ю"8 г-см"3. 

В этом случае 2,2-107 см, 10е см- с-1 и для М = 1 0 - 3 , 

-^j- = —Ь-, — получим (3 ~ 2' Ю-11, /0 ~ 8.' 1010 эрг/с и, следова-
тельно, при z = 15Я интенсивность / = 3 • 106/0 = 2,4 • 1017 эрг/с. 

В заключение отметим, что использование развиваемого метода 
позволяет не только получить количественные оценки эффекта, но' и 
обратить внимание на особенности волновых взаимодействий в Страти-
фицированных средах. / 
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