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В работе изучается поглощение электромагнитной волны в плазме с нерезкой 
границей в произвольно направленном магнитном поле в случае, когда концентрация 
частиц спадает экспоненциально. Получена система функциональных уравнений для 
лапласовских образов электромагнитного поля. Исследуется связь полученной системы 
с уравнениями для фурье-компонентов поля в однородной плазме. Обсуждаются ре-
шения системы функциональных уравнений в частных случаях и возможности решения 
в общем случае. 

В связи с изучением высокочастотного разряда в плазме при высо-
ком давлении П. JI. Капица поставил вопрос об аномальном скин-
эффекте в неоднородной плазме [1]. В предельно аномальном случае 
теория скин-эффекта в полубесконечной плазме с нерезкой границей 
была построена в [2], а в магнитном поле, параллельном границе — 
в [3]. Решения были получены в случае экспоненциального и степен-
ного убывания концентрации электронов вне плазмы. Обобщение случая 
экспоненциального спадания концентрации на произвольную степень 
аномальности скин-эффекта изучено в [4]. В работе [4] также изучен 
случай, когда магнитное поле направлено вдоль градиента концентра-
ции плазмы. В работе [5] рассматривается поглощение обыкновенных 
волн в плазме в случае, когда магнитное поле параллельно границе 
нлазмы. Во всех работах [2—5] изучались функциональнее уравнения 
для лапласовских образов, соответствующие интегро-дифференциаль-
ным уравнениям для электромагнитного поля в плазме. Подобные урав-
нения получались и изучались с других точек зрения и ранее, но только 
для случая магнитного прля, перпендикулярного градиенту концентра-
ции плазмы (см., например, [6]). Настоящая работа посвящена полу-
чению соответствующих функциональных уравнений в случае, когда 
магнитное поле направлено под произвольным углом к поверхности 
плазмы. Будут сделаны также некоторые замечания относительно их 
решения. 

Будем предполагать, что размер переходной зоны на границе плаз-
мы мал по сравнению с характерными размерами плазмы, но велик по 
сравнению с глубиной проникновения электромагнитной волны в одно-
родную плазму с концентрацией электронов и ионов, которая дости-
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гается в глубине плазмы. В этих условиях концентрацию-частиц можно 
считать функцией одной координаты х. В отсутствие электромагнитной 
волны подсистемы ионов и электронов по отдельности, предполагаются 
равновесными с температурами ТУ и Те соответственно. В этом случае 
плотности частиц выражаются формулой распределения Больцмана 

пе (х) = п0 ехр (— Ue (x)/kTe), 
(1) 

где Ue(x) и Ui(x) —эффективные потенциальные энергии электронов 
и ионов. Из условия электронейтральности плазмы следует, что пе(х) = 
=tii(x). Поэтому потенциальные энергии ионов и электронов в плазме 
должны быть связаны соотношением 

Силы, действующие на электроны и ионы (потенциальная часть), так-
же пропорциональны друг другу: 

= = = , (2) 
ах ах 

В плазме с заданным профилем; концентрации, образованным. си-
лами неэлектрического происхождения, соотношение (2) удовлетворяет-
ся автоматически для стационарных конфигураций, поскольку из-за 
разделения зарядов под действием неэлектрических (например, грави-
тационных) сил возникает электрическое поле как раз такой величины, 
что полная сила, действующая на частицы разных типов, удовлетво-
ряет соотношению (2). 

В настоящей работе будут получены функциональные уравнения 
для лапласовских образов поля в случае, когда концентрация частиц 
вне плазмы спадает экспоненциально 

п, (х) = щ (х) = щех/а, *->• —оо, (3) 

а — характерная длина, на которой концентрация уменьшается в е раз. 
Система уравнений Максвелла для электромагнитной волны 

Ei(x)eiat, распространяющейся в плазме с нерезкой границей по оси х 
вдоль градиента концентрации плазмы при пренебрежении током сме-
щения, записывается в виде 

ю2 Ех 4я гю] . 

(4) 
d2 £v 4я i(o 
dx* = с1 l v 

(греческие индексы пробегают значения у, z, а латинские — х, у, z; 
в первом уравнении системы (4) током смещения пренебрегать нельзя, 
так как это — основной член в левой части). Эти уравнения необходимо 
дополнить кинетическими уравнениями для электронов и ионов плазмы. 
Линеаризованные по переменному электромагнитному полю кинетиче-
ские уравнения легко решаются в общем виде в приближении постоян-
ных эффективных частот столкновений ve и vz- методом интегрирования 
по траектории частицы. Приведем сразу выражение для тока в плазме 
через электромагнитное поле 

h - f P + f P . ( 5 ) 
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где а = е, i; 

l f y ( x ) = J j p 3 Ч /а (8) J Л», (О Е] (х (0) (6) 
^ оо 

• / m„ \ 3/2 / 

равновесная функция распределения частиц с температурой Та, завися-
щая только от энергии частицы 

т„ v2 

е = — | — +Ua(x); 

па(х)—из (1); x(t) ' и fj(^)—соответственно л;-координата траекто-
рии частицы и скорость ее в точке, в которой она находилась в момент 
времени tf если в начальный момент времени £ = 0 частица находится 
в точке с координатой х и имеет скорость Vj. 

Направим оси у и z таким образом, чтобы магнитное поле Н лежа-
ло в плоскости ху и образовывало бы с осью у угол. 0. В предположе-
нии (3) потенциальные силы, действующие на частицы, не будут зави-
сеть от координаты х: 

Fa.==kTja. • 
В этом случае легко написать выражение для траектории и. скорости ча-. 
стицы в скрещенных постоянных и однородных полях Fa и Н (см., 
например, [7]), Для удобства можно перейти к безразмерным переменным 
g = х/а, rjj-a) = vjVa, где va = (2kTa/ma)xl-—тепловые скорости частиц. 
Введем еще следующие обозначения: == | е | Н/та с — ларморовские ча-
стоты вращений частиц; / а = а/оа — время пролета частицей расстояния 
порядка характерной длины неоднородности концентрации; т = — t/ta—• 
безразмерное время движения частицы по траектории; a a = ta^a', Уа = 
= ta(<d—iva). 

В дальнейшем для краткости записи будем опускать индекс а. 
Различие в формулах для электронов и ионов, связанное с разными 
знаками зарядов, будет учитываться с помощью множителя га; для 
электронов е е=1, а для ионов 8i=—1. В сцлу линейности теории все 
ядра проводимости и их лапласовские образы будут являться суммой 
типа (5) соответствующих величин для ионов и электронов. В этих 
обозначениях , 

| (т) = g — цх(Г-1 (cos2 0 sin ах -f ax sin2 0) + т\ya~l sin 0 cos 0 (sin ax — ax) — 

— 8T]Z cr-1 cos 0(1— cos (ГТ) cos2 0 (1 — cos <rr) H — j - sin2 0; (7) 

x\x (x) = tj * (cos ax cos2 0 -f sin2 0) + ч\у sin 0 cos 0 (1 — cos ax) + ' 
i 8ri-SincrTcos0 - — - x sin2 0 — cr-1 cos2 0 sin ax; 

2 2 
• x\y (t) = K\x cos 0 sin 0 (1 — cos 0t) -j-

y\y (cos2 0 г Sin2 9 cos crt) — 8T]Z sin 0 sill crt ^-x sin 0 cos 0 -j-

— s i n 0 cos 0 sin crt; (8) 
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4z (T) = Щх CDS 0 Sitl 0t + Щу sin 0 sin Gt + 
• " * * . 

+ T]2COS 0T + —EOT"1 COS 0 (1—cos at). 

Подставляя формулы (7) и (8) в выражение (б), получим 
= jdx Е{(Ш)Г (9) 

о 
где • • • 

2е2ащ 
Л2 = Цх + % + %, Аа' = т-З/2 т 7i 

Применим теперь двустороннее преобразование Лапласа" 
оо с+г'оо 

т = j f{l)e-*dl, f ( l ) = (2ni)-y [ 7(k)e*ldk 
—oo ' с—loo 

к уравнению (9): 
c-\-i оо c+ioe о» 

j *dk(*fjt(k)=z j dkeWK^Aa j dx-Щ^Л X 
с—ijoo j e—too i a 0 

X wy (т) exp [— rf — iya x-\-k(l (т) - 1 ) ] E, (k). ' (10) 

Из (7) легко видеть, что |(т)—£ не зависит от £ (именно в этом' про-
является специфика выбранной конфигурации асимптотического» пове-
дения плотности плазмы при я-*-—оо).. Тогда, сдвигая контур интегри-
рования в первом интеграле (10) на 1 вправо и переобозначая k на 
&+1 (необходимые для этого условия рассмотрены в [!2, 4]), получаем 

/ Ш + 1 ) = ^ i ( k ) E j ( k ) , (11) 
где: 

00 
Si? (k) = Аа j dx j j f d> г,™,- (t) (12) 

0 
Подстановка выражения (11) Bi (4) дает интересующую нас систему 
функциональных уравнений для лапласовского образа поля Ej (/г):. 

k2
0Ex(k+l)^Pxj(k)E;(k), 

{ к + \ ? % { к + \ ) = Рч}{к)Е№), = (13) 
' v • 

где матрица Pi} связана с тензором приводимости 2£/ следующим образом: 
й 4 я i ш2

 v 

В выражении (12) все интегралы по скоростям т]£ легко (вычисляются, 
после чего получаем 
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00 

Pff (k) = 2ieL«^d%ff exp J - i y a T - z a ^ ~ a 2
a x 2 s i n 2 0 + 

o 

+ (1—coso- a t )cos20jj , (14) 

c* v„ тл *1/3 

где La = In (a/6(ja)3, 60 a = — —— — глубина проникновения элек-\ 4я e2rio со I 
тромагнитной волны в однородную плазму с плотностью частиц п0 в усло-
виях аномального скин-эффекта, а 

_ k(k+\) . Za — 

f tp выражается по следующим формулам (индекс ее опущен): 

fxx = sin2 0 + cos2 0 cos ax — zCl; * 

fgy == cos2 0 + sin2 0 {cos ax — zcos2 0 (%}; 

fzz = cos ax + z cos2 0 ct\ 
fxy = — fyx = sin 0 cos 0{1 — cosax— zCxC^\ 

fzx = — txz = 8 cos 0 {sin от — г CZCX); 
fVz = — = e sin 0 {sin ax ~ zcos2 0 CyCz}\ (15) 

= cos2 0 sin a t + crc sin2 0; 
Cg = ax — sinax; 
Cz = I — cos ax. 

Выражение (14) можно преобразовать к более удобной в ряде случаев 
форме, используя известное разложение 

00 

gzcosfft _ / я (г) еШх, 
п——оо 

где 1п—'функция Бесселя мнимого аргумента (см., напр., [8]). После 
интегрирования по х получаем 

р(а) 1У * ехР (L*> 
° 1/ — k{k+ 1) sin0 

X f ] We-b^'Ux*cos2 Ша> ( " У (16> 
• k (k + 1) sin e 

где оператор щ- записывается в виде 

Фг/ = Л/ + 2-1 cos-2 0 В ф 
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в этойГформуле 
sin 0 cos 0 

А ч = \ - s i и 0 cos 0 cos2 0 

О 

cos2 QDx sin 0 cos 0 Dx Dy i cos 0 Dx Dz 

( — sinQcosQDxDy sin 2 0 D j i sin QDyDz 

i cos QDXDZ — i sin QDy Dz Ы 

Dx ^ 1) sin2 0 9 

dy 

Dy = n — G~xk{k + 1) cos20 (17) 

w(x) — широко употребляемая в электродинамике плазмы функция 

п=0 Г I + 1 1 0 . —оо 

Сделаем теперь ряд замечаний относительно решения уравнений 
(13) в некоторых предельных случаях. Если 0 = я / 2 , последние два 
уравнения (13) не связаны с первым, описывающим продольные коле-
бания в плазме. Более того, введением право- и левовращающихся кру-
говых поляризаций поля E±=Ex±iEy оставшаяся система двух уравне-
ний диагонализуется, и обе циркулярно поляризованные волны рас-
пространяются в плазму независимо друг от друга. Этот случай под-
робно исследован в [4]. Для Е+ получаются уравнения 

(k/+l)2E±(k^l)=P±(k)E±(k), (18) 
где 

Р± (k) = 2ieL° Г dx ехр Г—/ (уе =F <re) t + — k (k + 1) т2 

о 
4 

(19) 

(при переходе от (14) и (15) к (18) и (19) необходимо пренебречь 
вкладом ионов, так как вдали от ионных резонансных частот он значи-
тельно меньше электронного вклада). Выражение (19) с точностью 
до обозначений совпадает с (2.30) работы [4] В этой же работе 
подробно изучены уравнения типа (18) с соответствующими граничны-
ми условиями. В частности, показано, что в случае одного функцио-
нального уравнения типа (18) решение имеет вид 

C+t'oo 
Е(к)~ '/ 4п*Ы£пад(-оо)| схр 1 Г dz smkK\n[P(z)Hz + m ) 

1 — cos 2nk 2i J sin zit sin (z — k) n j . ' 
. C—ioo 

1 В формуле (2.30) работы [4] знак перед k(k+\ )x 2 в подынтегральной экспонен-
те — плюс. 
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откуда импеданс плазмы также может быть выражен через ядро P(k) 
функционального уравнения: 

Z = 2я2юai Р dw jrc Р (iw — V2) С20) 
J , ch2 яш . (to-)-1/2)? • I ' 

В другом предельном случае 8 = 0 необходимо заметить, что аргу-
мент функции w(x) в (16) стремится к бесконечности при 6->0, поэ-
тому необходимо перейти к асимптотическому значению w(x): 

откуда 

lim 1
 w ( -У-яог — \ = — L 1 

е-»о / — к (k + 1) sine \ — k(k-\- 1) sin 9 / у/~я- у — по' 
Поскольку k входит в (14) или (16) в комбинации; k (k + 1), матрица 

зависит только от аргумента w2 + 1/4. При 9 = 0 

^ Y« п а а 

QxX = 

п, а 
2 

a-*Wa К, пЧп№12ой)\ 

п, а Уа-™а 

п, а 
dx2 dx2 Уа~та 

t- i dX2' Ya n aa 
n.a, 

Остальные компоненты матриц Qij и соответственно Рц обращаются 
в ноль. Из формул (21), (22) видно, что уравнение для компоненты Еу 
отделяется от остальных, и поэтому его возможно исследовать анало-
гично уравнению (18). Это исследование (без вывода выражения для 
Руу) проводится в работе [5]. В [5] обнаружено, что поглощение волн 
в неоднородной плазме тесно связано с существованием собственных 
волн в однородной плазме, уравнение для которых принимает вид [9]: 

щ 

(tig — плотность плазмы, % — безразмерный вектор фурье-преобразова-
ния). В [5] показано, что бесстолкновительное поглощение обыкновен-
ных, волн связано только с возбуждением собственных электромагнит-
ных волн на плотностях, при которых в однородной плазме существуют 
собственные волны, причем возбуждаются только волны с и>7г . Про-
следить подобную аналогию на необыкновенных волнах труднее, по-
скольку не удается получить полного решения соответствующих функ-
циональных уравнений. Однако тот факт, что уравнения для необыкно-
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венных волн в однородной плазме также записываются с помощью (22) 
в виде 

$>ЕХ (х) = [QXX(k2) ЕХ (Х) + QXZ (х2) ЕГ (х)] , 
"О 

- - X2 (X) = [QZX (х 2 ) (х) + QZZ (и2) ЕГ{Щ,-
Щ 

позволяет заключить- о тесной связи поглощения и необыкновенных волн 
с собственными волнами однородной плазмы. 

Более того, отличие матрицы Qa от соответствующей для однород-
ного случая при .произвольном направлении магнитного поля [9] со-
стоит в наличии членов в выражениях (17), содержащих производные 
функции w(x) по у. Эти производные связаны с линейными и квадра-
тичными по х членами в выражениях (15) и существенно связаны с не-
однородностью плазмы. Соответствующие им волны обычно называют-
ся дрейфовыми волнами. Однако провести подробное рассмотрение 
системы функциональных уравнений в случае матриц Рц произвольного 
вида и соответственно исследовать связь поглощения падающей волны 
с возбуждением собственных и дрейфовых волн затруднительно. 

Таким образом, в работе получена система (13) функциональных 
уравнений для лапласовских образов электромагнитного поля в плазме 
с "экспоненциальной формой границы (3). Пределы применимости по-
добных уравнений в случае аномального скин-эффекта связаны только 
с формой границы. Уравнения (13) верны, если падающая волна зату-
хает, не дойдя до области, в которой концентрация начинает отличаться 
от экспоненты. В [5] показано, что границы применимости соответст-
вующего функционального уравнения для E(k) очень сильно зависят 
от частоты и могут значительно изменяться в зависимости от близости 
к электронным и ионным циклотронным частотам: чем ближе к резо-
нансной частоте, тем меньше глубина проникновения падающей волны 
в плазму и соответственно тем шире диапазон применимости функцио-
нальных уравнений. 

Полученные уравнения применимы и к задаче исследования собст-
венных поверхностных волн в неоднородной плазме. 

Автор благодарен акад. Е. М. Лифшицу и Б. Э. Мейеровичу за 
обсуждение результатов работы. 
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